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~.mz;.,__“__.mm>,.>z SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR TAK
HOMOGEN DENGAN NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN DAN
METODE KOEFISIEN TAK TENTU

Ibnu Maja, Penyelesaian Sistem Persamaan

Ibnu Maja
Uamn__.c_u.?__._«. Politcknik Negeri Sriwijaya
Email ; ibnumaja76@yahoo.co.id

| ABSTRACT
The M.Ei ions of the systems of homogencous linear differential equations can be solved not by the method of
indeterminate nawﬁ.ﬁ.‘._:,,... Steps to determine the completion of inhomogencous systems of differential
equations ﬁ_.,\mq:‘:ﬁ the eigenvalues and eigenvectors and the coefficients of -_,..i..._.e_.,i___._,.._&n begins by writing
istems of differential equations in the Jorm of a matrix ) \_.U...4. F(x) with B is the nan%.&a.: matrix of

Q....«u-n..m. nxn b.___uﬁq 7.?—@ 18 not }Qh:___v.rw&:nﬂxu.q malrix .\r_....._.-:.e: ﬁw.\. hﬁ.:._.- vm..t&.u&-b-. %u.qub.a.—._—_ﬂ_—‘h ﬁw-! ﬁhﬁﬁ&.ﬁ.ﬁz._ﬁ__—.:h the

determinant of the coefficient matrix B,determine the homogeneous solution of the system y' = Ay namely:

L« 2
p, =y e 6, € o M

with Aand v the values and eigenvectors of the matrix B, looking for a
special solution of the function is F(x) n+-ot homogencous by secing and maiching the

shape of the function
F(x) with the form available from homogeneous solution, then seleet the example y
"

the shape according io
the \2.3. F(x) after it s E..: iution y,, into the system of equations to find ¥ = 4y + F(x) the coefficients of y,
the obiained general solution of linear differential equation system that is not homogencous y =

Mty
Keywords : Homogeneous Linear Differential Equations, Eigenvalues and Eigenvectors.

ABSTRAK
Solusi dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen dapat diselesaikan dengan metode koefisien
tak tentu. Langkah-langkah untuk menentukan penyelesaian sistem persamaan diferensial tak homogen
dengan mencari nilai eigen dan vektor eigen dan koefisien tak tentu dimulai dengan menuliskan sistem

persamaan diferensial dalam bentuk matriks ' = 4y + F(x) dengan B merupakan matriks koefisien berorde
nxn danF(x) merupakan matriks fungsi tak homogen dari sistem tersebut. Dilanjutkan dengan
menentukan determinan dari matriks koefisien B, menentukan solusi homogen dari sistem y'=dy yaitu:

Y, =G v e +e,v, e +o,v, e dengan A danv merupakan nilai dan vektor eigen dari matriks B, mencari
solusi khusus dari fungsi tak homogen f7(x) dengan cara melihat dan mencocokkan bentuk fungsi F(x)
dengan bentuk yang tersedia dari solusi homogen, kemudian pilih permisalan Y, yang bentuknya sesuai
dengan bentuk f(x) setelah itu subtitusikan ¥ kedalam sistem persamaan y = 4 + F(x) untuk mencari
koefisien-koefisien dari y, maka diperoleh solusi umum dari sistem persamaan diferensial linear tak
homogen yaitu Y=n+y,

Kata Kunci : Persamaan Diferensial Linier Tak Homogen, Nilai Eigen dan Vektor Eigen

L. LATAR BELAKANG c. Jika seluruh koefisien @, a, a,,....,q,
Bentuk umum Persamaan Diferensial
: ; adalah konstanta, maka persamaan tersebut
(PD) Linear orde-n adalah; . A :
(x)y' () dikatakan memiliki koefisien konstan.
ax )y +afe)* +... +a, ,(x)y Solusi dari sistem persamaan diferensial
+a,?¢nﬁ?v linear tak homogen ini dapat dicari dengan
it ' Sk o ot menggunakan suatu metode tertentn, salah satu
. Bl o Bipr=ns By dad F7i)sialah Saog metode yang dapat di gunakan yaitu metode
m_.._:m.w_ dari variabel bebas X, a,# Dn_m-.._ T.T..vﬂ 0 koefisien tak tentu.
Mmerupakan  bentuk  umum  dari persamaan Matriks adalah mnrr—:_ﬂ:_p: _...:u_smu.... riil
diferensial linier tak homogen serta atau kompleks yang disusun menurut baris dan
2. Jika mﬂhwuc maka persamaan tersebut kolom schingga membentuk jajaran  persegi
homoge panjang. Matriks yang mempunyai m baris dan n
b. ik omN= kolom disebut m x n atau matriks berordo
. a & .ﬁvum Q maka persamaan tersebut tak mxn. Notasi dua indcks ; Indeks pertama
_nogmﬁ:_
""lll
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menyatakan baris dan indeks kedua menyatakan
kolom. (Anton, 2009)

T
S lan dn dp

__.n..._ ay dp An
" ay dyn dun

Bentuk umum sistem persamaan linier

\\ (SPL) yang terdiri dari m buah persamaan dan n

buah peubah dituliskan scbagai berikut:
AnX, +a,X, +apXx; + .+ aRX, = ki

dy X, -Tb__wuh.,u +b__w.~,u + e+ A X, ...Ilh‘__.

A X, + Xy + A Xy + o + G X, =k
Dengan @; dan j, merupakan konstanta dan
i=12,..mj=12..n

Sistem persamaan linier diatas dapat dituliskan
dalam bentuk matriks sebagai berikut:

an aiz - din || X k,

dz dx - dmn > S

Qmi Am2 ~ mn .ﬂ\B h.iu._
Misalkan A adalah matriks bujursangkar, maka
sebuah vektor tak nol dalam dinamakan vektor
eigen dari A jika Avadalah kelipatan skalar dari v,
vaitu: Av dan Av dengan A adalah skalar.
Selanjutnya dinamakan nilai eigen dari A dan v
dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan
Ayang terkait dengan X.. (Anton & Rorres, 2004)

Nilai eigen dan vektor eigen

Penerapan matriks untuk persoalan
teknik yang menyangkut gandengan osilasi atau
vibrasi, kita jumpai persamaan dalam bentuk :
Ax=1)x dengan A = [ay] adalah matriks
bujur sangkar dan ). adalah bilangan (skalar).
untuk solusi non-trivial yaitu x # 0, harga A
yang memenuhi persamaan disebut nilai
eigen atau nilai karakteristik dari manviks A
dan solusi yang bersesuaian dengan
persamaan yang diberikan A.x=X\ x disebut
vekiri eign atau vektor karakteristik dari A.

Bila persamaan diatas dinyatakan
dalam bentuk sistem persamaan yang
terpisah kitaperoleh :

ﬁa: a2 .. dy _-H_ ﬁh_
Ay axn .4y || X X

a3 dsy .., || X3 -A X3

(2 Duw w Opn H_.. X
—— - = - = _H =

9 Bila ruas kanan dipindahkan ke ruas
kiri, Persamaannya menjad; :

ﬂ.___.h_.l vrv\.ﬂ_uuu i X2 T, o/ T 0
dyi X F (@)t Fanx, =0

wan ns ws

a g Xy taux,t .. +ﬂh__!..vrv.ﬂ= =0 ﬁ

Agar sistem persamaan linier homogen
ini (yaitu scmua konstanta diruas rmsm: sama
dengan nol) mempunyai solusi non-trivial maka

haruslah : |4 -AI|=0

-ﬂn:-y.w a1z dia |
M-AM= 1 5 (@p-R) . O
| an G o @) _

|4 -11] disebut determinan karakteristik dari 4
|4 -lI = 0 disebut persamaan karakteristikn
dengan menjabarkan determinan tersebut
diperoleh sebuah polinomial berderajat n
pemecahan pcrsamaan karakteristik

meberikan harga 2. yaitu nilai eigen dari A

Metode Koefisien Tak Tertentu
Metode ini digunakan untuk meng
suatu penyelesaian khusus dari pers
diferensial tak homi
a o)y +a () +...+a(x)y=F(x0
koefisien-koefisien a ,a ,a ,...,a me
konstanta-konstanta. (Finizio & Ladas, 19
Aturan untuk metode koefisien ta
a. Aturan Dasar. Jika F(x) adalah 2
fungsi yang ada dalam tabel, pilih
yang bersesuaian dan tentukan ki
tentunya dengan mensubtitus
persamaan awal.

b. Aturan Modifikasi. Jika F(x)
solusi persamaan diferensial |
kalikan yp yang bersesuaian
dengan x (atau x* jika F(x)
solusi akar kembar persamaan
homogen). _

c. Aturan Penjumlahan. Jika F
jumlah fungsi-fungsi yang t
tabel pada kolom pertama, yp
Jumlah fungsi pada baris yang
(Purcell, 2004)

PEMBAHASAN

Sistem Persamaan E?-ﬁ:&ﬁ.
Ordesatu i

Sistem persamaan Diferensial Hmw
satu dengan n persamaan 'dat
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diketabui dapat dinyatakan  dalam  bentuk:

|} i _.._ ._ . 2__ u..—.u ot nw_a.wx:_ * .?;_A-Hv

vy Hanky b a4 _ﬁﬁku

v, =a,ytaay, t +a..._w..a+~.,._ﬂ.—,u
Dengan y, = ol untukj =123 »
dv
gistem dapat  ditulis dalam bentuk = matriks

V' = 4+ F(x) dengan

G Gy - By __,U_HL
B a; @ .. 4, Akt EHT ha
R i o E(¥)

A merupakan matriks koefisien yang berordo
mn Jika F T.v 0 maka Sistem dikatakan
SPD homogen, schingga bentuk matriksnya
adalah y' = Ap selain itu dikatakan SPD tak
homogen. (Goode, 1991)

Studi kasus Solusi SPD Linear Tak Homogen
dengan Metode Koefisien Tak Tentu

Diberikan SPD Linear sebagai berikut :
H..Hh..{_.,rumulum .
=2y +y,—e™

¥y ==2y,+y,+sinx

Solusi umum yaitu y = . +y,

1. Dari ketiga persamaan dirubah dalam bentuk

4 01
matriks  adalah B=l-2 1 o dan
-2 0 1
-x*
Flx)=|-¢€*
sin x

2. Det 8)=4(1)+1(2)=
3. Solusi homogen dari Sistem persamaan
diferensial homogen y' = By dengan

=gV, e+ v, 67 +c v e
mencari nilai  dari matriks B adalah

4 01
B=|-2 1 0| de(d/-8)=0

-2 0 1

(A 0 0 |4 01
Detf 0 A 0-]-2 1 =0

L0 0 4 |-2 0 1

(A-4) o0 -1
<2 (A-1) o [=0
-2 0 (2-1)

” A= 1YA=1)=1(=2(2~1))}=
264494 -4)-1(-24-2)}=
P62 +114-6)=0

A ~1fA-2)1-3)=0

Schingga diperoleh nilai cigen dari matriks

B adalah:

A=, 4,=2dan A,=3

Sclanjutnya, mencari vektor cigen sctiap
masingmasing nilai cigen yang diperolch
yangbersesuaian dengan niali eigen.

Untuk 4, =1

(2-4) o -1 x__ 0
2. (-1 o0 ||x|=]0
2 0 (A=N)|ix| (0]

-3 0 -1||x
20 0)|x(=0
20 0]|x 0

Misalkan ix, =¢, %, = § % =

=

X, t 1 0
x|=| s |=1 0 |+s51
x| |=3t =3 0
Sehingga vektor:
t 0
v=| 5 |=s5|1
-3t 0
Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan
z 0
\ﬁ_ =1 yaitu <_.“ 1
0
Untuk 4,=2
(4-4) o -1 A

2 0 (A-1)||x
-2 0 -1]|x]| |0
2 10 %

2 0 1|[x| |0
Misalkan: —2x - x,=0 = -2% =X
Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan

A
h=2yaitn |3
= 1

1

Untuk ho =3
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i-4) o | .i [

| (2-1) 0 ||x|=|0]

R 2 0 (-1 |x| [0

-1 0 «1]]x _=

2 2 0f]|x|=|0

(2 0 2||x _=

Misalkan :

—h=%=0 = -x=x
2% 42%,=0 = 2x =-2x%,
Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan
-1 n
e._w = ._ |
| 1]

Schingga diperoleh  solusi homogen dari
SPD waitu:
At A Rt ;
M=qve” +cv,e +ove
: |1
_ it
0 .y [ 2] .
mEg lle™+e| 1 le~
0 |1 l
| i

4y =3 yaitu

=8

+c,l 1le™

| 1

Solusi khusus ?.L dari fungsi tak homogen
F ?v

o3
ﬁﬁkvn —e™ |

u._.aL

_|hu [ 0 0
Flr)=| 0 |+ - |4 ¢

o 0 Sin x

-1 0 0
Flx)=| 0 |£+|~; e +| 0| sinx

/] 0 /
Dapat dilihat F(x) memuat bentuk-bentuk
polinomial dap ckponensial, day F(x) tidak
sama dengan solusj homogen darj SPD,

schingga dapat  dipjjp permisalan F(x)
yaitu:

Vo= thit g a g
+ fsinx
Subtitusikap y
P
diferensial «

c& =4y, +Flx)

1ecos x

pada  sistem persamaan

-~

2ax + b+ 2d .....H.i.mm:n.fxﬁa«u.

4 Af sinx+| 0| x?

0 0
4| =1 +|0|sinx

0 1 ;
Dari persamaan diatas, untyk
kocfisicn —kocfisien a, _u. n_..n
dengan variabelnya, yaity:

1. kocfisien dari x2 yaitu
-1
O0=Ada+| 0 _
0 :
2. kocfisiendari X yaitu 24
3. koefisien dari ¢ yaitu:
0
2d=Ad+| -1
0 i
4. koefisien dari sin x yaitu:
0 _
—e=Af+|0
1 g
5. koefisien dari €OS X yaitu:
f=Ae .

b=Ac _—
Dari persamaan diatas &?B__own .
1 )
6 18 |
a=|-L| =1
3 9
- 3
3 9
J |
5 10
d=|-}e=| Z ' f=
2 10 _
I
10

Sehingga diperalel mo_z_mw
Persamaan  diferensial biasa yai :

khusus ?L yaitu
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menyatakan baris dan indeks kedua menyatakan
kolom. (Anton, 2009)

ap, a; ap
a; ap an

ay dayp ay

Bentuk umum sistem persamaan linjer
(SPL) yang terdiri dari m buah persamaan dan
buah peubah dituliskan sebagai berikut:
apnx+apx, +apx;+.. + apx, =k

ayXx, +apXx; +apx; +... + anx, =k

ay ...ﬂ_. +ﬁ_nuHu +ﬂ_luhw + ... -+ ﬁn'-.ﬂ- “F

Dengan a; dan k, merupakan konstanta dan
i=12,..mj=12,. . .n

Sistem persamaan linier diatas dapat dituliskan
dalam bentuk matriks sebagai berikut:

anap -ax || x, || K

anan -ax || X, |- k

Oo1Gm — G || X | | Ry
Misalkan A adalah matriks bujursangkar, maka
sebuzh vektor tak nol dalam dinamakan vektor
eigen dari A jika Av adalah kelipatan skalar dari v,
yaitu: Av dan Av dengan A adalah skalar.
Selanjutnya dinamakan nilai eigen dari A dan v
dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan
Ayang terkait dengan .. (Anton & Rorres, 2004)

Nilai eigen dan vektor eigen

Penerapan matriks untuk persoalan
teknik yang menyangkut gandengan osilasi atau
vibrasi, kita jumpai persamaan dalam bentuk :
Ax=MAx dengan A = [9;5] adalah matriks
bujur sangkar dan ) adalah bilangan (skalar).
untuk solusi non-trivial yaitu x ¥ 0, harga A
yang memenuhi persamaan disebut nilai
eigen atau nilai karakzeristik dari matriks A
dan solusi yang bersesuaian dengan
persamaan yang diberikan A.x=)\ x disebut
vektri eign atau vektor karakteristik dari A.

Bila persamaan diatas dinyatakan
dalam bentuk sistem persamaan yang
terpisah kita peroleh :

- - — -

ap ap .- ap H_ X,

a Ay .. Ay X2 X2
ay Ay .. A3y X3 =\ X3

Qn Gy - Gy || X, % |
o Bila ruas kanan dipindahkan ke ruas
kiri, persamaannya menjadi :

ﬁ._n__.- v(w..ﬂ_.—. ay; Xz + ... tanX= 0
ay xtay-Ax,+..+taxx, =0

a-_.ﬂ-+nlu-ﬂu+-..+ﬁnllyvuﬂl "Q

Agar sistem persamaan linier homogen
ini (yaitu semua konstanta diruas kanan sama
dengan nol) mempunyai solusi non-trivial maka
haruslah: |4 -AJ]=0

-?:- A oap . a,
M-A = ay (ap-1) .. a
-0
| 9 @ . (@)

|4 -11] disebut determinan karakteristik dari A dan
|4 -II = 0 disebut persamaan karakteristiknya.
dengan menjabarkan determinan tersebut akan
diperoleh sebuah polinomial berderajat n dan
pemecahan persamaan karakteristiknya
meberikan harga A yaitu nilai eigen dari A.
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(A-4) o -1 (%] |0
2 (-1 o [|x|=[0
A2 0 @-)x] |0
A -1 0 <1]|x] |0
4 2 2 0||x|=|0
2 0 2||x 0
Misalkan i
—N-X%=0 = -x=x
2% +2x, =0 = 2x=-2x
Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan
Ay =3 yaitu - -__

1
Sehingga diperoleh solusi homogen dari
SPD yaitu;
=g v,e” +c,v, e +cv, e

1

" i

Mm=q|l n.{+n» 1[e**
0 1

-1
+c| 1™
1
Solusi khusus (y, ) dari fungsi tak homogen
F(z)

-x
m.mhun -
sinx
i 0 0
Flx)=| 0 |+|-e=|+| o
0 0 sinx
. 0 0
F(x)=| 0 |2+ =1|e +| 0|5in»
0 0 b

Dapat dilihat F(x) memuat bentuk-bentuk
polinomial dan ekponensial, dan F(x) tidak
sama dengan solysi homogen darj SPD,
schingga dapat dipilih permisalan F(x)
yaitu;

.anm+v.«+n+anr+m8m.«

+fsinx

Subtitusikan y, Pada sistem
diferensia]

0, = 4 Yp+ F(x)

Persamaan

2ax+b+2d n:l_muFa.e.\..nou....
= Adax® + Abx+ Ac+ 44 ey
-1 o
+ Af sin x+| 0 | x?
0
0 0
+|=1[e™+| 0|sin x
0 1
Dari persamaan diatas,
koefisien —koefisien a,b,c.d
dengan variabelnya, yaity: -
1. koefisien dari x? yaip,

6. koefisien dari konstanta

b=Ac
Dari persamazan diatas dipe
i A
6 :
0= |W ! W“
3
_1
3
NI
? 2
d=l-2|0=| —
3 10
0 [_3
10
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Ibnu Maja. Penyelesaian Sistem Persamaan
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Jadi solusi umum dari SPD tak homogen
yang diberikan adalah:
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KESIMPULAN DAN SARAN
Langkah-langkah menentukan

penyelesaian sistem persamaan &mnqna.ﬁ_ tak
homogen dengan nilai eigen dan vektor eigen dan

koefisien tak tentu adalah: .
1. Menuliskan sistem dalam bentuk matriks

y =4y +F(x) . .
2. Menghitung determinan  dari matriks

koefisien B, jika Der(B)=0 emaka

perhitungan tidak dilanjutkan.

3. Menentukan solusi homogen “dari sistem

=4y  yaitu:
Y=¢ v, e +c,v, e +c,v,e”*  dengan
A dan v merupakan nilai dan vektor eigen
dari matriks B.. \

4., Mencari solusi khusus dari fungsi tak
homogen hc& dengan cara melihat dan
mencocokkan bentuk fungsi F(x) dengan
bentuk yang tersedia dan solusi homogen,
kemudian pilih permisalan y, yang
bentuknya sesuai dengan benmtuk  F(x)
setelah itu subtitusikan y, kedalam sistem
y'=Ay+F(x) untuk mencari koefisien-
koefisien dari y, .

5. Diperoleh solusi umum dari sistem
persamaan diferensial linear tak homogen
yaitu y =y, +y,

Bagi pembaca yang tertarik dan untuk
memperdalam disarankan membahas mengenai
metode ini, dapat mengkaji tentang solusi sistem
persamaan diferensial lincar biasa dengan orde
yang lebih tinggi dan dengan metode yang lain.
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