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BAB1
PENDAHULUAN

Oleh Farman

Sejarah kalkulus merupakan suatu bukti besar yang
membuktikan mengapa kalkulus menjadi pelajaran tingkat lanjut
seperti sekarang ini. Penerapan materi kalkulus juga sama pentingnya
dengan bidang lain untuk diketahui, sehingga nanti akan bisa
dimanfaatkan dalam kehidupan. Memahami sejarah dan penerapan
kalkulus bukan hanya memberikan wawasan yang mendalam tentang
perkembangan ilmu ini, tetapi juga mempersiapkan bagi yang
mempelajarinya untuk memanfaatkan pengetahuan tersebut secara
efektif dalam kehidupan nyata, memastikan bahwa kalkulus tetap
relevan dan berguna dalam berbagai bidang di masa depan. Oleh
karena itu, buku ini diawali dengan pendahuluan untuk menyajikan
konsep kalkulus, sejarah kalkulus dan kegunaan kalkulus.

1.1 Konsep Kalkulus

Kata kalkulus berasal dari Bahasa Latin calculus, yang artinya
“batu kecil” atau “kerikil”, yang dapat digunakan untuk membantu
proses penghitungan. Kalkulus pada dasarnya berkaitan dengan
perubahan dan gerakan. Sederhananya, kalkulus merupakan salah
satu cabang matematika yang membahas proses penghitungan
perubahan besaran (dan sifat-sifat tertentu) dalam bidang
matematika dan berbagai cabang ilmu pengetahuan, termasuk ilmu
sosial. Kekuatan praktis kalkulus yang luar biasa disebabkan oleh
kemampuannya menggambarkan dan memprediksi  perilaku
perubahan suatu besaran. Konsep geometri, aljabar, dan trigonometri
dapat diterapkan pada benda yang bergerak dengan kecepatan tetap;
namun, metode yang diperkenalkan dalam kalkulus diperlukan untuk
mempelajari  orbit planet, menghitung penerbangan roket,
memprediksi jalur partikel bermuatan pada medan elektromagnetik
dan hal lain yang menangani semua aspek gerak.



Perkembangan kalkulus mengalami perkembangan pesat
setelah munculnya metode komputasi yang efisien. Perkembangan ini
sebagian besar didorong oleh dua masalah geometri, yaitu (1) mencari
garis singgung kurva yang berhubungan dengan turunan fungsi yang
mendefinisikan kurva tersebut dan (2) menemukan luas daerah bidang
yang berkaitan dengan konsep integral (Gajjar, 2020). Dua
permasalahan tersebut kemudian memunculkan gagasan dalam
bidang utama kalkulus, yaitu kalkulus diferensial dan kalkulus
integral. Kalkulus diferensial berhubungan dengan pergerakan seperti
kemiringan dan kecepatan, dan kalkulus integral berkaitan dengan
nilai total seperti luas dan volume. Kedua cabang tersebut saling
melengkapi, karena proses kalkulus integral dianggap sebagai proses
kebalikan dari kalkulus diferensial. Kedua hal tersebut dihubungkan
oleh teorema dasar kalkulus.

Perkembangan kalkulus, baik kalkulus diferensial maupun
kalkulus integral merupakan salah satu pencapaian terpenting dalam
matematika. Secara umum, Kalkulus diferensial menyediakan metode
untuk menghitung “laju perubahan” suatu nilai besaran variabel.
Kalkulus diferensial merupakan suatu mata pelajaran yang dapat
diterapkan pada segala sesuatu yang bergerak, berubah, atau
mempunyai bentuk. Salah satu penerapan utama kalkulus diferensial
adalah adalah dalam masalah optimasi (memaksimalkan atau
meminimalkan sesuatu) (Thomas, 1996). Di sisi lain, kalkulus integral
menyediakan metode untuk menghitung dampak total dari perubahan
tersebut, dalam kondisi tertentu. Kalkulus integral menyediakan
metode untuk perhitungan besaran seperti luas dan volume bangun
datar lengkung. Rohde et al. (2012) menyatakan bahwa tidak ada
cabang matematika lain yang membantu dalam menghitung area
dengan batas melengkung. Penggunaan konsep kalkulus integral ini
juga berguna untuk pengukuran dimensi kurva matematika.

Buku ini dirancang untuk memberikan pemahaman yang
komprehensif tentang kalkulus, dimulai dari konsep dasar hingga
penerapan yang lebih kompleks. Secara garis besar materi yang
disajikan dalam buku ini mencakup bilangan riil, fungsi, limit, hingga
ke konsep yang lebih lanjut seperti turunan dan integral. Melalui
penjelasan yang sistematis dan berbagai contoh aplikasi, buku ini



bertujuan untuk menjembatani pembaca dari pemahaman dasar
hingga mampu menerapkan kalkulus dalam konteks nyata.

Bilangan Riil. Bilangan adalah alat dasar untuk analisis
kuantitatif. Intinya, bilangan adalah sistem simbol matematika yang
dirancang dengan tujuan untuk merepresentasikan berbagai masalah
kuantitatif secara ringkas dan menyediakan kerangka kerja yang
efisien untuk mempelajari dan memecahkannya. Dalam matematika,
besaran bertipe penghitungan diwakili oleh bilangan asli sedangkan
besaran bertipe pengukuran diwakili oleh bilangan real. Dengan kata
lain, sistem bilangan asli, N, dan sistem bilangan real, R, adalah
sistem matematika yang dirancang untuk menangani permasalahan
kuantitatif tipe penghitungan dan tipe pengukuran (Hsiang, 1995).
Konsep bilangan riil, operasi bilangan dan sifat-sifat yang berlaku
didalamnya akan dibahas pada Bab 2.

Fungsi. Gagasan tentang suatu fungsi merupakan hal
mendasar dalam kalkulus. Pembahasan yang mendalam mengenai hal
ini memerlukan studi mendalam tentang sistem bilangan real dan
tingkat kemampuan matematis yang cukup (Burdette, 2014). Dalam
pembelajaran kalkulus, akan lebih fokus pada fungsi-fungsi yang
berkaitan dengan bilangan. Konsep fungsi, grafik fungsi dan
operasinya akan dibahas pada Bab 3.

Limit. Konsep limit muncul ketika mencoba mencari luas suatu
daerah, kemiringan garis singgung suatu kurva, kecepatan, atau
jumlah deret tak hingga. Dalam setiap kasus, tema umumnya adalah
penghitungan besaran sebagai batas besaran lain yang mudah
dihitung. Ide dasar tentang limit inilah yang membedakan kalkulus
dari bidang matematika lainnya. Jadi, dapat didefinisikan bahwa
kalkulus sebagai bagian matematika yang berhubungan dengan limit
(Stewart, 2008). Dengan menggunakan pengertian limit sebagai
alatnya, turunan suatu fungsi didefinisikan sebagai limit suatu jenis
tertentu. Menentukan turunan suatu fungsi tertentu merupakan pokok
bahasan kalkulus diferensial. Di sisi lain, menghitung fungsi yang
turunannya adalah fungsi tertentu merupakan subjek kalkulus
integral. Fungsi yang diperoleh disebut antiturunan dari fungsi yang
diberikan. Jadi, konsep limit terlibat dalam kalkulus diferensial dan
integral. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa kalkulus sebagai
studi tentang limit. Hal ini menunjukkan bahwa sangat penting untuk
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memiliki pemahaman mendalam tentang konsep ini terlebih dahulu.
Topik ini disajikan dan dibahas dengan cara yang sangat sederhana
dalam Bab 4.

Kontinuitas. Kontinuitas adalah konsep fundamental dalam
kalkulus yang memastikan bahwa fungsi tidak mengalami gangguan
(terpotong atau memiliki lompatan) pada titik tertentu. Konsep
kontinuitas sangat berkaitan erat dengan limit dan perilaku fungsi
pada titik-titik tertentu serta pada interval tertentu. Konsep
kontinuitas sangat erat kaitannya dengan konsep limit. Limit
menggambarkan perilaku fungsi saat mendekati suatu titik,
sedangkan kontinuitas memastikan bahwa tidak ada perubahan
mendadak pada nilai fungsi tersebut. Menentukan apakah suatu fungsi
kontinu melibatkan pengecekan syarat-syarat tertentu, termasuk
keberadaan fungsi pada titik tersebut, kesamaan limit dari arah kiri
dan kanan, serta kecocokan antara limit dan nilai fungsi. Dalam
praktik, memahami kontinuitas sangat penting untuk analisis fungsi
yang lebih lanjut, termasuk dalam persamaan diferensial, optimasi,
dan aplikasi teknik lainnya. Materi ini dibahas pada Bab 5.

Turunan (Derivatif). Konsep turunan dalam kalkulus
merupakan salah satu konsep inti yang digunakan untuk
menggambarkan perubahan suatu fungsi. Turunan memberikan
informasi tentang kemiringan garis singgung pada grafik fungsi dan
bagaimana fungsi tersebut berubah seiring perubahan variabel
independennya. Secara intuitif, turunan dari suatu fungsi pada titik
tertentu menggambarkan laju perubahan fungsi tersebut pada titik
tersebut. Turunan merupakan limit dari perbandingan perubahan kecil
nilai fungsi terhadap perubahan kecil pada variabel independennya.
Konsep ini secara detail akan dijelaskan pada Bab 6, 7 dan 8. Dalam
bab 6, akan dijelaskan konsep turunan, dan menurunkan rumus
turunan fungsi standar. Pada Bab 7 akan mempelajari aturan turunan
fungsi aljabar (jumlah, selisih, hasil kali dan hasil bagi) untuk mencari
turunan suatu fungsi. Sedangkan Bab 8 membahas tentang penerapan
turunan untuk mengetahui sifat-sifat yang dimiliki suatu kurva seperti
kemonotonan dan kecekungan.

Integral. Konsep integral adalah salah satu fondasi utama
dalam kalkulus, bersama dengan turunan. Secara sederhana dapat
dikatakan bahwa intergral adalah invers (kebalikan) dari fungsi
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turunan atau anti turunan. Integral memiliki dua bentuk utama:
integral tak tentu dan integral tentu. Integral merupakan operasi yang
menghitung luas, volume, jumlah akumulatif, dan lain sebagainya.
Konsep integral, metode teknik integasi dan penerapan intergral akan
dibahas pada Bab 9, 10, 11 dan 12.

1.2 Sejarah Perkembangan Kalkulus

Penemuan prinsip dasar kalkulus sebenarnya dilakukan
secara independen oleh Isaac Newton (Inggris) dan Gottfried Leibniz
(Jerman) pada akhir abad ke-17. Namun, banyak ahli matematika dan
filsuf di zaman kuno membuat penemuan yang berkaitan dengan
kalkulus. Asal usul penemuan kalkulus dapat ditelusuri kembali ke
Sejarah Kuno Yunani, Mesir, dan Cina, dan India Abad Pertengahan,
Timur Tengah, dan Eropa. Pemikir atau ilmuwan Yunani paling banyak
memberikan bukti dan pengaruh terhadap penemuan dan
perkembangan kalkulus.
Zeno dari Elea (490 - 425 SM) adalah seorang
filsuf Yunani yang sangat berpengaruh dalam
memotivasi ahli matematika selama beberapa
dekade untuk menemukan ide-ide baru. Dia
dikenal karena paradoksnya, yang menantang
ide-ide matematika saat itu dan menginspirasi
matematikawan masa depan. Ada satu
paradoks spesifik yang mempengaruhi
penemuan infinitesimals, deret tak hingga,
limit, dan beberapa dimensi kalkulus lainnya. Paradoks ini
menyatakan bahwa seseorang yang berlomba tidak akan pernah bisa
mencapai garis finish. Argumen Zeno mengatakan ada titik tengah
yang tak terbatas untuk dicapai. Setelah pelari memulai lomba dan
mencapai titik tengah pertama, dia kemudian harus mencapai
setengah jalan dari sisa jalannya. Paradoks ini menemui jalan buntu
banyak ahli matematika, sehingga memunculkan motivasi untuk
menemukan solusi, hingga ditemukan kalkulus. Paradoks Zeno
menantang banyak teori matematika yang ada dan menginspirasi teori
penemuan mengenai turunan, integral dan limit.




Eudoxus (408 - 305 SM) dari Cnidus merupakan
seorang astronom dan matematikawan Yunani,
‘ yang membuat salah satu penemuan penting

*: yang menjadi dasar awal perkembangan
! \ ,‘ kalkulus. Penemuan ini dikenal sebagai metode

i 1 \% eksaustif, vyaitu teknik matematika yang

‘A%l digunakan untuk mendekati nilai sebenarnya
suatu besaran, seperti luas atau volume, dengan menggunakan
serangkaian pendekatan yang semakin mendekati hasil yang tepat.
Eudoxus menemukan cara untuk menghitung atau memperkirakan
luas dan volume yang dibatasi oleh kurva atau permukaan (seperti
lingkaran) dengan mendekatinya sebagai poligon yang jumlah sisinya
semakin banyak. Pada masa itu, hanya ada perhitungan luas wilayah
poligon, bukan bentuk melengkung. Metode yang ditemukan Eudoxus
dalam "menghabiskan" area dan volume ini menjadi cikal bakal
kalkulus. Meskipun metode ini tidak menjadi sangat populer pada saat
itu, hal ini menginspirasi ahli matematika lain di masa mendatang
untuk melanjutkan pengembangannya. Oleh karena itu cukup sah
untuk menganggap Eudoxus sebagai penemu filsafat konseptual
kalkulus integral (Friedman & Kandel, 2011).

o Archimedes (287 - 212 SM) dari Syracuse
adalah seorang matematikawan, fisikawan, dan
ahli fisika Yunani yang terkenal. Archimedes juga
dikaitkan dengan penemuan awal kalkulus modern.
W/ »  Archimedes mer?gadopsi da_n mengembangkan
- / /2///” metode eksaustif, yang dltgmukan Eudoxug.

“EFEEE Dengan metode  ini, Archimedes berhasil
menghitung luas di bawah parabola, serta luas permukaan dan
volume bola. Archimedes adalah salah satu ahli matematika pertama
yang berhasil menemukan cara untuk membuat garis singgung pada
sebuah kurva, sebuah konsep penting dalam kalkulus. Dia juga
merupakan ahli matematika pertama yang menghitung perkiraan
akurat terkait luas lingkaran, dengan menggunakan pendekatan
poligon sama sisi yang digambar di dalam dan di luar lingkaran untuk
membatasi lingkaran dari atas dan bawah. Metode ini adalah contoh
awal dari konsep integrasi, yang digunakan untuk menghitung luas
area di bawah kurva. Hasil dari proses ini memberikan perkiraan awal
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untuk nilai T (pi) (Friedman & Kandel, 2011). Archimedes membuat
banyak penemuan matematika yang luar biasa, namun perluasan
metode eksaustifnya sangat penting bagi kalkulus modern.

Paradoks Zeno tentang nilai-nilai terbatas tampaknya memiliki

tambahan tak terbatas. Eudoxus dan Archimedes berhasil
menganalisis kurva, membentuk tema utama kalkulus. Penemuan
Eudoxus nampaknya menyerupai kalkulus integral. Sedangkan
Archimedes menggunakan penemuan ini untuk memfasilitasi metode
baru yang menyerupai kalkulus diferensial. Penemuan mereka
merupakan cikal bakal dasar kalkulus modern. Mereka telah
menginspirasi generasi matematikawan untuk menantang gagasan
deret berhingga dan tak hingga yang diperkenalkan ide baru kalkulus
modern yang disebut limit. Batas adalah alat utama dalam integral
dan diferensial kalkulus (Thompson, 2023).
Isaac Newton (1642-1727) adalah seorang
matematikawan, astronom, fisikawan, dan
ilmuwan yang berasal dari Woolsthorpe,
Inggris. Penulis yang membuat banyak
penemuan matematika yang luar biasa.
Penemuannya yang paling berpengaruh
termasuk metode fluksi dan teorema dasar
kalkulus. Ini merupakan kejutan pada abad ke-
17, Newton membuat metode yang menganalisis gradien atau
kemiringan fungsi lengkung di mana x dan y nilai selalu berubah,
bukan fungsi linier yang menggambarkan hubungan x dan y yang
membuat garis lurus. Metode fluksi ini sekarang dikenal sebagai
diferensiasi atau penyelesaian turunan, yaitu laju perubahan suatu
fungsi terhadap variabel lain. Newton menghitung fungsi yang
menyelesaikan turunan y terhadap x. Dengan menggunakan hal ini,
Newton kemudian sampai pada kesimpulan bahwa diferensiasi dan
integrasi adalah dua hal yang saling invers, artinya jika suatu fungsi
didiferensiasikan kemudian diintegrasikan, maka akan diperoleh
fungsi asli. Hal ini mengarah pada penemuan apa yang sekarang kita
sebut sebagai teorema fundamental kalkulus dan juga menginspirasi
banyak topik lain dalam matematika dan aplikasi pada fisika dan
astronomi.




Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
lahir di Leipzig adalah seorang matematikawan,
penulis, dan ilmuwan yang memberikan banyak
kontribusi pada berbagai bidang seperti fisika,
. filsafat, dan hukum. Leibniz dikreditkan karena
A membantu merintis banyak konsep matematika
8. seperti notasi titik untuk perkalian, tanda kurung

untuk pembagian ekspresi aljabar, dan simbol
titik dua mewakili pembagian atau rasio. Ketika melihat secara khusus
cabang kalkulus, Leibniz mengambil pandangan pendekatan
metafisika terhadap subjek dan termotivasi untuk menemukan cara
menjelaskan hubungan terbalik integral dan turunannya. Dia
menemukan hubungan terbalik ini dan sebenarnya mempublikasikan
temuannya sebelum Newton. Perbedaannya adalah Leibniz
mempunyai gambaran yang lebih jelas pada notasi. Dia menciptakan

notasi [ f(x)dx untuk integrasi, dan :—i untuk diferensiasi. Meskipun

banyak orang mengandalkan karya Newton, kalkulus modern sangat
bergantung pada notasi Leibniz daripada notasi Newton. Leibniz
menciptakan notasi yang dapat digeneralisasikan. Mengesampingkan
kontroversi tersebut, kedua ahli matematika tersebut membuat
penemuan luar biasa tentang integral dalam menyelesaikan bidang
fungsi dan turunannya dapat menyelesaikan laju perubahan.
Penemuan mereka merupakan hal yang revolusioner pada masa itu
abad ke-17 hingga zaman modern.

Isaac Newton dan Gottfried Leibniz keduanya menemukan dan
mengembangkan notasi untuk teorema dasar kalkulus secara
independen dan menerbitkan karya mereka pada waktu yang sama.
Newton tampak ragu-ragu dan ingin memastikan keakuratan
karyanya sementara Leibniz tampak sangat bersemangat untuk
mempublikasikan karyanya. Jadi, Leibniz sebenarnya yang pertama
kali menerbitkan karyanya, namun Newton mengaku sudah
memikirkan mereka terlebih dahulu. Hal ini menyebabkan kedua ahli
matematika tersebut saling menuduh menjiplak atau mencuri karya
satu sama lian dan perseteruan ini berlangsung hingga keduanya
meninggal. Terlepas dari hal tersebut, Newton dan Leibniz sama-sama
sangat berpengaruh dalam Kalkulus dan tidak diragukan lagi
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merupakan inspirasi bagi perkembangan keilmuan masa depan.
Penemuan yang dilakukan oleh kedua ahli matematika ini sangat
penting, tanpa keduanya, kalkulus modern tidak akan seperti
sekarang ini (Thompson, 2023).

1.3 Penerapan Kalkulus

Seiring perkembangan ilmu dan teknologi, kalkulus tidak
hanya digunakan dalam bidang matematika tetapi juga dapat
digunakan di setiap cabang ilmu fisika, ilmu komputer, statistik,
teknik, ekonomi, bisnis, kedokteran, demografi, dan banyak bidang
lainnya. Ada banyak sekali penerapan kalkulus dalam matematika dan
berbagai bidang lainnya. Menjelajahi semua subjek dan inti kalkulus
yang berbeda ini akan menjadi contoh betapa pentingnya kalkulus
bagi kehidupan.

Fisika. Dimulai dengan contoh yang lebih jelas, kalkulus
memainkan peran besar di dunia fisika, khususnya kinematika.
Singkatnya, mata pelajaran fisika mempelajari benda-benda materi
dan pergerakannya melalui ruang dan waktu. Dengan penekanan pada
gerakan tersebut, kalkulus memberikan dasar untuk menghitung
kecepatan pergerakan benda-benda ini. Kinematika menggunakan
kalkulus integral untuk menghitung besaran seperti kecepatan dan
laju percepatan.

Arsitektur. Arsitek menggunakan kalkulus untuk membangun
struktur dengan kualitas terbaik sambil mempertimbangkan
perubahan variabel seperti kualitas bahan, seberapa besar tekanan
yang dapat diterima struktur dari waktu ke waktu, dan ukuran, bentuk,
dan sudut material yang dibuat akan mengoptimalkan daya tahannya.
Misal, menara Eiffel dibangun menggunakan konsep kalkulus dimana
arsitek membentuk model matematika yang memberikan rencana
desain terbaik untuk mengoptimalkan keluaran hambatan angin
berdasarkan masukan tinggi dan berat menara (Weidman & Pinelis,
2004).

Astronomi, Para astronom menginginkan hasil fotografi
terbaik untuk memfasilitasi analisis yang akurat menggunakan
pemrosesan gambar untuk membersihkan dan memfilter gambar
yang diambil oleh satelit luar angkasa dan teleskop. Kalkulus pecahan
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(fractional calculus) dapat digunakan dalam bidang astronomi untuk
meningkatkan pemahaman dan analisis gambar astronomi. Dengan
kalkulus pecahan, para ilmuwan dapat memperbesar visibilitas atau
kejelasan struktur galaksi, memulihkan gambar yang memiliki
kontras rendah atau detail yang sulit terlihat, serta meningkatkan
kualitas dan ketajaman gambar permukaan planet. Kalkulus pecahan
membantu dalam pemrosesan dan analisis gambar sehingga detail-
detail yang sebelumnya sulit diamati menjadi lebih jelas (Sparavigna
& Milligan, 2009). Kalkulus juga dapat digunakan untuk menghitung
laju perubahan benda bergerak di ruang angkasa planet dan bintang
yang terus bergerak. Cabang matematika ini cukup signifikan dalam
bidang astronomi modern karena memainkan peran yang sangat
besar memperluas dan meningkatkan berbagai bidang astrofotografi
dan astronomi.

Ekonomi. Kalkulus dan beberapa cabang matematika lainnya
sangat membantu dalam bidang ekonomi. Misalnya kalkulus dapat
menganalisis dan menggabungkan fungsi biaya, permintaan, dan
pendapatan untuk mendapatkan fungsi total produksi dan total
keuntungan. Seseorang dapat membedakan persamaan ini untuk
mendapatkan persamaan baru yang memberikan nilai optimasi
keuntungan berdasarkan masukan jumlah item produksi (Marsitin,
2019).

Kedokteran dan Blologi. Kalkulus berperan penting dalam
kemajuan dunia kedokteran, membantu menghasilkan inovasi-inovasi
yang dapat meningkatkan kesehatan manusia. Dengan menggunakan
kalkulus, dokter dan ilmuwan dapat membuat model, menganalisis
data medis, dan memahami proses biologis yang kompleks, seperti
aliran darah, penyebaran obat dalam tubuh, atau pertumbuhan tumor.
Memantau perubahan dalam data medis dan statistik selama
beberapa dekade, para peneliti dapat menemukan obat-obatan dan
terapi untuk mengatasi penyakit tertentu serta memprediksi potensi
penyakit atau komplikasi di masa depan. Salah satu alat yang
digunakan dalam proses ini adalah persamaan diferensial, yang
membantu ilmuwan dalam menganalisis faktor-faktor yang mungkin
mempengaruhi hasil kesehatan (faktor perancu), mengoptimalkan
dosis obat yang paling efektif, dan meminimalkan efek samping atau
dampak negatifnya.
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Epidemiologi. Kalkulus juga bermanfaat dalam epidemiologi,
yaitu cabang kedokteran yang mempelajari penyebaran, pola, dan
penyebab penyakit. Kalkulus digunakan untuk menganalisis data
epidemiologi, seperti tingkat penyebaran penyakit, laju infeksi, dan
perubahan dalam populasi yang terkena. Dengan kalkulus, para ahli
dapat membuat model matematika yang membantu mereka
memahami dinamika penyakit dan merancang strategi untuk
mencegah atau mengendalikan wabah penyakit. Misal pandemi
COVID-19 adalah salah satu contoh bagaimana ahli epidemiologi
menggunakan kalkulus untuk membuat perhitungan secara akurat
tentang tingkat penyebaran penyakit dan membantu mengurangi
penyebaran penyakit ini secara global.

Teknik (Listrik, Mekanikal, dan Nuklir). Insinyur elektronik
menggunakan kalkulus untuk menyelesaikan persamaan diferensial
dalam pemeriksaan sirkuit elektronik, peluruhan radioaktif, dan
mekanisme servo (Sawant, 2018). Salah satu contohnya adalah
Transformasi Laplace; metode ini membantu menyelesaikannya
persamaan diferensial dengan menggunakan sesuatu yang disebut
integral Laplace untuk mengubahnya ke dalam persamaan aljabar. Ini
adalah metode yang digunakan untuk menganalisis dan
menyederhanakan perhitungan pemodelan sistem, pemrosesan sinyal
digital, dan kontrol proses. Metode ini adalah penting untuk banyak
bidang teknik (Sawant, 2018).

Pemrograman dan teknologi komputer yang mendominasi
dunia saat ini juga sangat bergantung pada kalkulus, karena kalkulus
memungkinkan perhitungan yang kompleks, analisis algoritma, dan
pengembangan model matematis yang penting dalam inovasi
perangkat lunak dan teknologi digital. Dengan demikian, seiring
dengan semakin luasnya cakupan dan penerapannya, kalkulus terus
membuktikan perannya yang krusial dalam berbagai disiplin ilmu,
menjadikannya landasan yang tak tergantikan bagi kemajuan sains,
teknologi, dan berbagai bidang lainnya di era modern ini.
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BAB 2

SISTEM BILANGAN RIIL

Oleh Juliana Pebrina Siburian

2.1 Sistem Bilangan Riil

Bilangan adalah konsep matematika yang digunakan dalam
proses perhitungan, pengukuran dan pencacahan. Sistem bilangan
merupakan suatu cara mewakili besaran suatu objek fisik. Hmpunan
bilangan riil merupakan gabungan dari himpunan bilangan rasional
dan bilangan irrasional. Himpunan bilangan riil dapat dinotasikan
dengan R = {x|x € R}, Berikut dapat dilihat bagan himpunan
bilangan berdasarkan kelompok bilangan.

Bilangan

Bilangan Real

Bilangan Imajiner

Bilangan Rasional

Bilangan Irrasional

Bilangan Bulat

Bilangan Pecahan

Bilangan Desimal

Bilangan Bulat

Bilangan Cacah

I_I_I

Nol Bilangan Asli

Gambar 2.1. Jenis Bilangan Riil
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Dari gambar di atas dapat dikatakan bahwa bilangan riil

merupakan induk dari bilangan - bilangan matematika tersebut.

Komponen Himpunan Bilangan

Adapun Komponen - komponen Himpunan Bilangan adalah

sebagai berikut:

1.

14

Himpunan Bilangan Asli (N)

Bilangan asli adalah adalah bilangan bulat yang bukan nol.
Himpunan bilangan asli dinotasikan dengan N serta anggota-
anggota bilangan asli yaitu 1, 2, 3, 4, 5, .. sehingga dapat
dituliskan N={1, 2, 3, 4,5, ... }. Jika setiap a, b bilangan himpunan
aslimaka (a + b) dan (a. b) bilangan asli.

Himpunan Bilangan Cacah

Bilangan cacah adalah bilangan bulat positif yang dimulai dari nol
sampai tak hingga. Himpunan bilangan cacah dinotasikan dengan
W serta anggota-anggota bilangan cacah adalah 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...
sehingga dapat dituliskan W = {0,1,2,3,4,5,..}. Jika untuk
setiap a, b bilangan cacah maka (a + b) dan (a.b) bilangan
cacah.

Himpunan Bilangan Bulat

Bilangan bulat adalah bilangan yang terdiri dari bilangan negatif,
nol dan bilangan asli. Himpunan bilangan bulat dinotasikan
dengan VA serta anggota-anggotanya adalah
ey —4,—3,—-2,-1,0,1, 2,3, 4,... sehingga dapat dituliskan Z =
{...,—4,—-3,—-2,—-1,0,1,2,3,4,...}.

Himpunan Bilangan Rasional

Bilangan rasional adalah bilangan yang dapat dinyatakan sebagai
pembagi dua bilangan bulat (pecahan) dengan syarat nilai
penyebutnya tidak sama dengan nol, atau dapat dikatakan setiap
bilangan rasional dapat dituliskan dalam bentuk desimal

berulang. Bentuk umum @ = {x| E a,b€ Z,b = IJ}.

Contoh:
g = 0,800 ...

20 =~ _0,363636...

—



5. Himpunan Bilangan Irrasional
Bilangan irrasional adalah bilangan yang tidak dapat dinyatakan
sebagai hasil pembagi dua bilangan bulat (pecahan) tetapi dapat
dinyatakan dengan bilangan desimal tak tentu atau tak berulang.
Bilangan irrasional dapat disebut juga bilangan tak terukur,
bilangan irrasional dapat dituliskan @' = {x|x € @}, contoh:
p=2314.,;e=271..3 =173 ... dan sebagainya.

6. Himpunan Bilangan Riil (Nyata)
Himpunan bilangan riil dapat dinotasikan dengan R = {x|x € R},

himpunan bilangan riil terdiri dari bilangan rasional dan bilangan
irrasional.

Sifat Aljabar Bilangan Riil
1. Operasi penjumlahan dan perkalian pada himpunan bilangan riil
memenuhi sifat-sifat berikut ini:

a.

b.

Sifat Komutatif terhadap penjumlahan

Untuk setiap a, b € R berlakua +b = b + a.

Sifat Asosiatif (Pengelompokan) terhadap penjumlahan
Untuk setiap a, b,c € R berlakua +b +c =a + (b +¢)
Sifat Identitas terhadap penjumlahan

Terdapat 0 € R sehingga untuk setiap a € R berlaku
a+0=0+a=a

Sifat invers terhadap penjumlahan

Setiap a€ER terdapat —a ER sehingga
at+(—a)=(—a)+a=0

Sifat Komutatif terhadap perkalian

Untuk setiap a, b € R berlakua x b= b X a

Sifat Asosiatif (Pengelompokan) terhadap perkalian

Untuk setiap a, b, c € R berlaku (a x b) X c = a x (b X ¢)
Sifat Identitas terhadap perkalian

Terdapat 1 € R sehingga untuk setiap a € R berlaku
axXl=1xa=a

Sifat Invers terhadap perkalian

Setiap a € R, a # 0 terdapat i,e R sehingga a = G) =1
Sifat Distributif
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Untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku:

) ax(b+c)=(axb)+(axc)

2 ax(b—c)=(axb)—(axc)
Contoh:1) 3 x (10+2) =3 x10+3 x 2

2)3x(10—2)=(3x10)—(3x2)

jo Untuk setiap a,b€R maka a+(—b)=a-—b
(Pengurangan)

k. Untuk setiapa,b € R,b # 0 makag = a:b (Pembagian)

Catatan:

a. Untuka, b €R, b= 0makaa X G) =2

b. Untuk setiap a € R,E tidak didefenisikan (pembagian dengan
nol tidak didefenisikan)

2.2 Garis Bilangan

Setiap bilangan riil mempunyai posisi pada suatu garis yang
disebut dengan garis bilangan. Titik - titik di sebalah kanan titik asal
(titik nol) disebut dengan positif, sedangkan titik-titik di sebelah kiri
titik asal disebut bilangan negatif.

Selang atau Interval
Defenisi tentang selang atau interval adalah sebagai berikut:

Penulisan Penulisan Dalam Garis Bilangan

Interval Himpunan

(a b) {xla<x<b} a b

[a, b] {xla< x< b} p >

[a, b) {xla< x<b} , 5

(a, b {xla<x < b} - *
(—oo, b) {xl x < b} — 5
(—co, b] {x| x < b} “— %

(a, o) {Xl x> a} a b >
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Penulisan Penulisan Dalam Garis Bilangan
Interval Himpunan
[a, o) {xl x = b} 2 i
(—co, o) R < >
2.3 Pertidaksamaan

Sistem pertidaksamaan memiliki notasi atau simbol yang perlu
kita pahami terlebih dahulu yaitu <, <, =, =

Bentuk umum pertidaksamaan:
A(x) C(x)
B(x) D(x)
Dengan A(x), B(x), C(x),D(x) adalah suku banyak (fungsi
polinom) dan B(x) = 0danD(x) # 0

Himpunan Penyelesaian

Menyelesaikan suatu pertidaksamaan adalah mencari solusi
dari semua himpunan bilangan riil yang membuat pertidaksamaan
berlaku. Himpunan solusi bilangan riil dapat disebut jugaHimpunan
Penyelesaian (HP).

Langkah-langkah Penentuan Himpunan Penyelesaian
Adapun langkah - langkah yang harus dilakukan untuk
menentukan himpunan suatu bilangan adalah sebagai berikut:

1. Bentuk pertidaksamaan diubah menjadi % <0

2. Faktorkan P(x) dan @(x) menjadi faktor-faktor linear dan/atau
kuadrat ax* + bx + ¢ dengan b* — 4ac < 0

Tentukan titik pemecah (pembuat nol faktor linear)
4. Gambarkan titik - titik pemecah tersebut pada garis bilangan,

w

kemudian tentukan tanda (+/-) bagi % disetiap selang bagian
yang muncul ,
9. Tentukan HP yang memenuhi % <0
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Contoh:

Tentukan himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan

—2<6—4x =<8

Jawab:
—2<=<6—4x <8
—8 < —4x <2

2>x= -2
—%ix:‘: 2
Maka HP = [—2 , 2)

Sifat - Sifat Pertidaksamaan

Beberapa sifat - sifat pertidaksamaan yang perlu diketahui

yaitu:
Misalkan a, b, ¢, d anggota himpunan bilangan real R

1.

o~UT R WN

~

Jikaa <bdanb < cmakaa < ¢

a < b jlkadanhanyajikaa +c <b =c¢

Jkaa <bdanc < dmakaa+c<b+c

Jikac = 0 maka a < b jika dan hanya jika ac < be

Jikac <= 0 maka a < b jika dan hanya jika ac = be

Jika a dan b memiliki tanda sama, maka a < b jika dan hanya jika
1 1

a b
Jikaa = 0,b = 0 makaa < b jika dan hanya jika a* < b

Jikaa < 0,b < 0 maka a < b jika dan hanya jika a* = b*

2.4 Nilai Mutlak

Nilai mutlak pada bilangan real x dilambangkan dengan |x|

dan didefenisikan sebagai berikut:

x, jikax =0
lx] =1 0,jikax=0
—x,jikax <0

Defenisi tersebut menyatakan bahwa |x| selalu bernilai tak

negatif.
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Contoh: |5| =5, |-7|= 7, ‘—f‘ =2 |—V3| =3, [ol=0 dan
lx| = x
Sifat-Sifat Nilai Mutlak

Berdasarkan defenisi di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk
setiap x € R berlaku |x| = 0

1. |—x| = |x]|, untuk setiap x € R
Misalx = 3
Karena —3 < 0, maka |-3| = —(—3) =3
Disisi lain3 = 0, maka |3| = 3
Terbukti

2. |x|* = x*, untuk setiap x € R
Misalx =5
*Kiri *Kanan
|5]* = 52 52 =125

=25

Jadi |5|* =5 =25
Terbukti

3. |x] =a< x =aataux = —a, untuk setiap x € R
Misal |x| =3 makax = aataux = — a
*x=3 *x=-3
[3] = 3 (Benar) |—3] = 3 (Benar)
Jadi|x]| =3 <= x =3 ataux = -3
Terbukti

4. |x.y| = |x| x |v| untuk setiap x, v E R
Misalx = —2dany =3

* Kiri *kanan
lx. ¥l = -2 x 3| lxllyl = 1—2] x |3]
= |—6| =—2x3
=8 =6
Jadi|-2x 3| =|-2| %3] =6
Terbukti
5. Jika x dan v bilangan real, maka H = :}i_:,}r #0

19



20

Misalx = 6dany =3

* Kiri *kanan

x| = ‘E‘ =l _ Isl

¥ 3 ¥l 13l
= 2| =3
=2 =2

|8l _ ﬂ:

Jadi H a2

Terbukti

Jika a = 0, maka |x| < ajika dan hanya jika

—a<x=2a4a

Misal |x| < 3maka—3 < x < 3

e x=2,maka|2] < 3 (Benar)

e x=1,makal1l] < 3 (Benar)

e x=—1,maka|—1| < 3 (Benar)

e x=—2,maka|—2| < 3 (Benar)

Jadi|x| <3 -3 <x <3

Terbukti

Jikaa = 0, maka |x| = a jika dan hanya jika x = aataux < — a
Misal Misal |x| = 3 makax <= —3 ataux = 3

e x=—4 maka|—4| = 3 (Benar)

e x =175 maka|5| = 3 (Benar)

Jadi |[x| =3 = x < —3ataux = 3

Terbukti

lzz| = |v| jika dan hanya jika x* < y>

Misal |2]| < |3| maka 2% < 3°

Jadi |2] < |3| & 27 < 3°

Terbukti

Jika x dan y bilangan real, maka |x + y| = |x| + |v|
Misalx = Zdany = —3

* Kiri *kanan

lx +yl =12+ (=3) |x| + Iyl =12] + -3
= [-1] =243
=1 =5



10.

Jadi [2 + (—3)[ < [2] + |3

Terbukti

Jika x dan y bilangan real, maka |x — v| = |x| — |v]
Misalx = -3 dany =2

*Kiri *Kanan

lx —wl =1(=3)—2| I|x|-=Iyl=1-3]—12]
= |-5] =3-2
=5 =1

Jadi [(—3) — 2| = |-3] — |2

Terbukti

Contoh:

Tentukan  himpunan penyelesaian dari  pertidaksamaan
|2x + 3| = |4x + 5|

Jawab:

|2x+ 3| = |4x + 5]

= (2x+3)% = (4x +5)°

& 4x®+12x+9 = 16x” + 40x + 25

&= —12x*—28x—16 =0

&= 3x>—28x—16=0

= (3x+4)(x+1)<0

{=}x1=—§ dan x,=-1

Maka HP=[—§ ,—1]
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BAB3
FUNGSI

Oleh Rindu Alriavindra Funny

3.1 Definisi Fungsi

Fungsi adalah suatu aturan yang memetakan atau
memasangkan satu bilangan ke satu bilangan unik lainnya.

Secara analogi, jika dimasukkan satu angka kemudian melalui
aturan yang ditetapkan akan muncul hasilnya.

Sebagai contoh ketika ada fungsi yang menerapkan aturan
menambahkan bilangan 2 ke setiap angka.

y = X+2
-2 > 0
0 > 2
2 > -
3 » 5
7 > 9
12

Gambar 3.1. Fungsi Pemetaan

Ketika diaplikasikan dengan memasukkan angka 3, maka akan
muncul angka 5. Ketika dimasukkan angka 7, maka akan muncul
angka 9. Ketika dimasukkan angka x, maka akan muncul angka x + 2.
Secara matematika hal tersebut dapat dituliskan sebagai

flx)=y=x+2

23



Definisi:

Misalkan A adalah himpunan bilangan-bilangan real dan B
adalah himpunan semua bilangan real, dan misalnya f adalah
suatu aturan perkaitan antarax s Adany £ B.

f disebut fungsi dari himpunan A kedalam B jika untuk setiap
x £ A, dapat ditentukan secara tunggal v =EF yang ditulis dengan
f ().

Suatu fungsi f dari himpunan A kedalam B sering juga
didefinisikan sebagai himpunan suatu pasangan bilangan real
berurutan yakni f = {(x,¥) | x €4,y £B }dengan

syarat x, tidak boleh muncul dua kali dalam pasangan
berurutan (x, ¥).

3.1.1 Variabel dan Konstanta
Jka f={(xy)|xcdyeB}, y=flx)=ax+b

terdapat beberapa istilah yang perlu diperhatikan.

1. x disebut variabel bebas

2. v variabel tak bebas

3. ¥ = f(x) disebut persamaan fungsi f.

4. simbol & dan b menyatakan suatu bilangan tunggal dan disebut
suatu konstanta.

5. simbol x menyatakan tiap bilangan suatu himpunan bilangan-
bilangan dan disebut variabel.

6. Himpunan A disebut domain / daerah asal dari f

Himpunan B disebut kodomain / daerah kawan (tujuan) dari f

8. Hmpunan {y| v = f(x)]} disebut range atau daerah nilai
fungsi (hasil) f atau y disebut nilai fungsi f di titik x

~

3.1.2 Grafik Fungsi

Sketsa grafik fungsi dilakukan dengan menggunakan koordinat
kartesius.

Sebagai contoh f = { (x,¥)|x.¥ €Z dany=x+ 2} dan
berdasarkan gambar 3.1, didapatkan himpunan pasangan berurutan
seperti berikut :
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f = {A(_E,GJ,BEG,E),C (2:4)15(315j dan E(?rgj} yang dapat
disketsakan kedalam grafik pada sistem koordinat kartesius berikut
ini.

12

10

Gambar 3.2. Grafik Fungsi f(x) = x 4+ 2

3.2 Jenis - Jenis Fungsi
Fungsi mempunyai beberapa jenis berdasarkan bentuknya.
Berikut ini silsilah jenis - jenis fungsi.
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Fungsi

l l

Fungsi Aljabar — —— Fungsi Transenden

Fungsi Konstan €«——
——— Fungsi Trigonometri

Fungsi Polinomial

L Fungsi Logaritma

Fungsi Linear «——
—— Fungsi Logaritma Natural (In)
Fungsi Kuadrat «——

——» Fungsi Eksponensial
Fungsi Kubik €«——

L—3» Fungsi Hiperbolik
Fungsi Peubah Banyak «

Fungsi 1 peubah o |

Fungsi 2 peubah «—

Fungsi Pecahan «——

Gambar 3.3. Bagan klasifikasi fungsi

3.21 Fungsi Aljabar
Fungsi aljabar adalah suatu fungsi yang dapat menggunakan
operasi - operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian pembagian,
perpangkatan dan penarikan akar. Operasi aljabar tersebut terdiri
atas fungsi konstan ¥ = k dan fungsi polinomial ¥ = x. Fungsi aljabar
dibagi menjadi 3 bagian yang dibedakan berdasarkan bentuk
variabelnya, yaitu fungsi konstan, fungsi polinomial dan fungsi peubah
banyak :
1. Fungsi konstan
Fungsi konstan adalah fungsi yang hanya terdiri dari konstanta
atau v = k, dimana k: konstanta. Contohnya adalah
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f(x) = 2,5 dengan grafik garis lurus pada satu nilai yang sama
yaituy = 2,5

X F = &pa
4

-3 5
2

-2 5

8 & 2 0 2 4 6 8

2 '1 3
1 0 5

1 5
8

Gambar 3.4. Grafik fungsi f(x) = 2,5 **

2. Fungsi Polinom

Fungsi  polinom  (suku  banyak) @ memiliki  bentuk

fx)=a,x"+a,_;x" 1+ -+ a,x* + a;x+ aq dengan

Cpyr gy g wen s Ogy Gy, g adalah bilanagan real

a, # 0,a, = konstanta dan n bilangan bulat positif.

a. Fungsi linear

Fungsi linear adalah fungsi polinom berderajat 1 yang
mempunyai pangkat variabel tertinggi adalah satu.
Contohnya adalah f(x) = x + 3 dimana gambar grafiknya
adalah garis lurus, dengan nilai y mengikuti variabel x yang
diberikan seperti tampak pada gambar 3.5 berikut ini.
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y=x+3

-6

-8

Gambar 3.5. Grafik fungsi f(x) =x + 3

b. Fungsi kuadrat

Fungsi kuadrat adalah fungsi polinom yang berderajat 2
dimana pangkat tertinggi dari variabelnya adalah dua
(x* a.k.a kuadrat)

f(x) =x*+ 2x — 3 dengan gambar grafik dibawah ini

(gambar 3.6)

Contohnya

adalah

y=x"+3x-3

Gambar 3.6. Grafik fungsi f(x) = x* + 2x — 3




c. Fungsi Kubik
Fungsi kubik adalah fungsi polinom yang berderajat 3 dimana
pangkat tertinggi dari variabelnya adalah tiga. Contohnya
f(x) =x*+3x*+x+ 3 dengan grafik pada gambar 7
berikut ini :

x y=xr4+3r*+x+3
-2 5
-1 4
0 3
1 8
2 25

Gambar 3.7. Grafik fungsi f(x) = x* +3x*+x+ 3
Dan masih banyak fungsi polinom berderajat n lainnya.

3. Fungsi Peubah Banyak
Fungsi peubah banyak adalah fungsi yang memasangkan banyak
variabel ke sebuah variabel.
Fungsi aljabar termasuk fungsi satu peubah, yaitu variabel x
dipasangkan kepada variabel y.

X y=x"-1
3 8
2 3
1 0
0 -1
-3 8
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Sedangkan untuk fungsi dapat dikatakan sebagai fungsi peubah
banyak jika minimal ada dua variabel, x dan y, yang | dlpasangkan
kepada z, seperti contoh berikut ini f(x,v) = z = x* + y*.

x ) Z:.t’:+1.

3 1 37+1° =10
2 2 2°+2° =8

1 3 1°+3° =10
0 4| 0ti—at =18
3| 2 (-3 +2° =13

Misalnya fungsi dua peubah, fungsi ini termasuk fungsi peubah
banyak. Fungsi dua peubah adalah fungsi yang memasangkan
titik-titik pada bidang xy pada z.

1
1
|
.2;
1
1

Gambar 3.8. Grafik fungsi f(x,v) = z = x* 4+ y*

4. Fungsi Pecahan

Fungsi pecahan termasuk fungsi aljabar yang bisa didapatkan dari
operasi pembagian. Contohnya fix) = %g} akan
digambarkan seperti pada gambar 3.9 dibawah ini
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-8

s i 5 o~

r
-~
»
o

(2" —3x+2)

Gambar 3.9. Grafik fungsi f(x) = ~—

3.22 Fungsi Transenden

Fungsi transenden adalah fungsi yang bukan fungsi aljabar atu

tidak bisa dilakukan operasi aljabar.

1.

Fungsi Trigonometri

Fungsi trigonometri adalah suatu fungsi yang grafiknya berulang
secara terus menerus dalam periode tertentu. Ada enam fungsi
trigonometri, yaitu sinus, cosinus, tangen, secan, cosecan, dan
cotangen.

(@)f (x) = sinx (b)flx) = cosx
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T

:

m ‘ I‘f /—\\\ f i}

(0)f (x) = cosecx = ﬁ (d‘)f{x] = ;ecx = EDL”
/”; A ‘.f / l‘l‘
A A A
! f 780 // oA
7 (e)f(x) =tanx | (A fx) =‘|:|:|tanx _

32

tanx

Gambar 3.10. Grafik Fungsi Trigonometri

Pada fungsi sinus, sin(—8) = —siné. Hal ini didapatkan dari
identitas trigonometri pada segitiga siku - siku dan sudut negatif.
Karena jika sudut positif adalah sudut yang berlawanan dengan
arah jarum jam, maka sudut negatif adalah sudut yang searah
dengan jarum jam. Misalkan pada lingkaran dengan jari - jari 1
cm pada gambar 11 dibawah ini, akan kita dapatkan fakta bahwa
sin @ =§ =y dansin(—#8) = % =—y

Sehingga, sin(—8) = —y = —sin g
Jadi, sin(—8) = —sin @

\ 4

Gambar 3.11. Nilai sinus pada lingkaran dengan jari - jari 1 cm.



2. Fungsi Eksponen
Fungsi eksponen adalah fungsi yang variabel bebasnya menjadi
pangkat dari suatu bilangan. Bentuk umumnya adalah
f(x) = a*,a+ 0. Contohnya f(x) = 8% dengan grafik seperti
pada gambar berikut ini

& x =g
5 3 L
256
; 2 kS
&4
3
1 I
: B
0 1
1
J 1 &
3 L2 21 0 1 2 5 )

Gambar 3.12. Grafik Fungsi f(x) = 8%

Ketika bilangan @ diganti dengan bilangan e atau bilangan Euler
yaitu bilangan irasional yang bernilai 2,718281828.. (dan
seterusnya), maka fungsinya menjadi f({x) =e* dengan grafik
dibawah ini.
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4
x y=¢
3
-3 1
2 19,50 ..
1 2 1
T.34
5 i > 10 ) 2 4 1 1
2,71,
-
0 1
1 2,71,
2 7.34
—

Gambar 3.13. Grafik Fungsi f(x) = e*

3. Fungsi Logaritma
Fungsi logaritma adalah invers dari fungsi eksponen. Berdasarkan
hubungan antara logaritma dan eksponen dimana
logh=c<a"=b

Definisi Fungsi logaritma
f(x) = “logx
dengan
a adalah bilangan pokok/basis logaritma a = 0,a # 1
x adalah bilangan logaritma/numerus x = 0

Sebagai contoh berdasarkan fungsi pada gambar 9,

y = 8% B]_Dg}:r = x

Sehingga, grafik fungsi f(x) = ®logx adalah sebagai berikut
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-2 0 2 4 6 8 10 12 14

-4

Gambar 3.14. Grafik Fungsi f(x) = flogx dimana kebalikan dari
flx) =8"

4. Fungsi Logaritma Natural (ln)
Fungsi logaritma natural adalah fungsi logaritma dengan basis
bilangan euler (e), bilangan irasional yang bernilai 2,718281828...
(dan seterusnya). Logaritma adalah invers dari fungsi eksponen,
sehingga jika logaritma natural adalah logaritma dengan basis
bilangan euler maka itu adalah inver dari fungsi eksponen
flx) =e*.

3

9 -,

_af

Gambar 3.15. Grafik Fungsi f(x) = “logx = Inx dimana
kebalikan dari f(x) = e*
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5.

36

Fungsi Hiperbolik
Fungsi hiperbolik adalah salah satu hasil kombinasi dari fungsi-
fungsi eksponen. Awal mula kombinasi fungsi eksponen pada

penjumlahan dan pengurangan yaitu:
1

sinh(x) = f(x) = S (e* —e™)

cosh(x) = g(x) = %(e“r +e™)

Fungsi ¥ = &* mempunyai turunan sama dengan dirinya sendiri,
yakni ¥ ' = y. Dengan Aturan Rantai, fungsi v = e ™* mempunyai
turunan v * = -y sehingga f'(x) = g(x) dan g'(x) = f(x).

Berikut detail turunannya dengan aturan rantai:
fi(x) = (e —(—e™)
fx)=3(e"+e™)

f'x) =g(x)

ginh' ¥ = coshx

Hal ini mirip dengan turunan fungsi trigonometri, cos x dan sin x,
perbedaanya hanya turunan dari cos x adalah - sin x).

Selain itu, melalui pembuktian berikut ini dapat diperiksa bahwa
sinh®*x — cosh®*x = 1. Hal ini mirip dengan sin“x + cos®x =1,

2 2 1 x —x ° 1 x —x ]
g(x)-—f(x]-=(5(e e J) —(E(E —e J)

1 —x T —x 1 x —x x —x
=(;(e te ™ )(e"+e ))—(;(e —e*)(e* —e J)

1 2x —xtx x—x —2x
=(Z[9' +e +e* F te ])

1 - >
— (E (E_x _ e—.r+.r — g +E—_xj)

1 y 1 "
= (;(e“r +e+e%+ e_"r]) —(1 (e™ —e?— e+ e“-x])



1 . . 1 . .
:(E[E_x-l_ 1+ 1-I-e_‘x])—(Z[e“r—l—l-l-e_'x])

1 Ix —2x 1 2x —2x
=(E(E_ +2+e ])—(Z(e —2+te ))

1
=3 [(e:x +2+e™ ) — (e -2+ e_:x))

1 " - - -
=E[(e-1+2+e‘-1j—(e-f—2+e‘-1j)

l ¥ -5 ¥ ¥
=Z(E'x+2+E_'x—3'1+2—€_'1j
=_(e:_r_|_E_I_E—EI_E:I_I_E_E—:I)

Sehingga didapatkan fakta bahwa sinh®x — cosh®x = 1
Hal ini mirip dengan sin®x + cos®x = 1

Kemiripan lainnya adalah cosh(x) adalah fungsi genap
(cosh(—x) = cosh(x)) dan sinh(x) adalah fungsi  ganijil
(sinh(—x) = —sinh(x))

Karena kemiripannya dengan fungsi cosinus dan sinus, kedua
fungsi di atas dinamai fungsi cosinus hiperbolik dan sinus hiperbolik,
dan dilambangkan dengan cosh x dan sinh x.

Berikut definisi enam fungsi hiperbolik beserta grafiknya:
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-120° -90° -80° -30° 0° 30° 60° 90° 120°

(@f () = sinhx (b)f (x) = coshx
(Of () = tanh x (@F () = sechx

50 -150° —120° -90° —60° —30° P 30 60° 90° 120 190°

T p— 1

(e)f (x) = cosechx ()f (x) = cotanh x
Gambar 3.16. Grafik Fungsi Hiperbolik

Sifat - sifat fungsi trigonometri juga banyak yang dimiliki oleh
fungsi hiperbolik diantaranya, turunannya, fungsi identitasnya dll.

3.3 Fungsi Invers
Suatu fungsi dengan persamaan v = f (x) dikatakan

-

mempunyai fungsi invers vyang ditulis dengan f ' jika
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x = f ' (¥). Domain f samadengan range f ' dan Domain
f ~! sama dengan range f.

Jika fungsi f diberikan dengan persamaan

v = f(x) = 3x+ 6, maka untuk menentukan fungsi inversnya
perhatikan ilustrasi dibawah ini.

v—06

fle) =3x+6 kebalikan dari fungsi f{x] -2 0
-2 0 -1 3
P ; y =3x+6 ——
0 6 y—6 =3x 1 9
1 9 y—6 2 12

=X

2 12 3

Oleh karena itu, "’3;6 =y' [y akser] atau invers (kebalikan)
dari fungsi f (x) = 3x+ 6.

3.4 Komposisi Fungsi

Komposisi fungsi atau biasa juga didefinisikan sebagai fungsi
didalam fungsi, biasa dinotasikan dengan fog (x) = f(g(x))
[dibaca: f komposisi g / f bundaran g]. Fungsi komposisi juga dapat
dimaknai dengan fungsi yang dipetakan oleh fungsi g(x) kemudian
dilanjutkan oleh fungsi f(x). Kenapa disebut fungsi didalam fungsi,
karena daerah asal (domain) dari fog (x) adalah g(x) yang juga
merupakah suatu fungsi dengan domain x £ K.

Gambar 3.17. Fungsi komposisi fog (x) = f(g(x))
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Pada fungsi gof (x) = g(f(x)), maka domainnya adalah
glx) yang juga merupakah suatu fungsi dengan domain x € E.

Fungsi lain dapat terbentuk karena proses penggabungan pada
proses komposisi, seperti contoh fungsi komposisi berikut ini:

Jika f(x) =3x —2dang(x) =

Maka fog(x) = f(g(x)) =f(:__g) - 3{;—_:)_ 2
B 32
Cx—2
3x° 2(x—2)
x—2 x-—2

B 3x2 2x—4

_x—z x— 2
3x2—2x4 4

fﬂﬂ[x)=T

Terdapat 2 cara untuk menentukan nilai dari fungsi komposisi,
disubstitusikan ke masing - masing fungsi atau disubtitusikan
langsung ke fungsi baru hasil penggabungan.

Contohnya untuk x = 3,

. Substitusikan ke g(x) kemudian f(x).
9@ =35=1="9
kemudian baru disubstitusikan ke f(x)

f(9)=3(9)—2=27—2=25

Il.  Substitusikan ke fog(x) = Ex:::H
_3(3)°—2(3)+4
27 —-61+4
fog(3)=——F1—
fog(3) =25

Hasilnya pasti akan sama.
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BAB 4
TURUNAN FUNGS| ALJABAR

Oleh Winda Aprianti

4.1 Aturan Fungsi Konstanta

Jika f(x) = k dengan k adalah konstanta, maka f'(x) = 0.
Contoh 1.

1. Tentukan turunan pertama dari f(x) = 5!

2. Tentukan turunan pertama dari f(x) = ?!

3. Tentukan turunan pertama dari f(x) = tl

Penyelesaian:
1. Karena 5 adalah konstanta, maka f'(x) = 0

2. Karenaéadalah konstanta, maka f'(x) = 0
3. Karena fungsi dalam x sehingga t adalah konstanta, maka

flx) =0

Selain f'(x), simbolik yang digunakan untuk menuliskan
turunan pertama adalah D(f(x)) atau lebih spesifik untuk
menyatakan turunan terhadap x adalah D..(f (x)) sehingga:

D(f(x))=D(k)=0

4.2 Aturan Fungsi ldentitas

Jikaf(x) = x,maka f'(x) = L

Contoh 2.

1. Tentukan turunan pertama dari f(x) = x!
2. Tentukan turunan pertama dari f(v) = ¥!

Penyelesaian:

1. Karena diturunkan terhadap x, maka f'(x) =
2. Karena diturunkan terhadap v, maka f'(v) = 1
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4.3 Aturan Pangkat
Jika f(x) = x™ dengan n bilangan bulat positif, maka
f(x) = nx™?
Contoh 3.
1. Tentukan turunan pertama dari f{x) = x°!
31

2. Tentukan turunan pertama dari f(x) = x !

3. Tentukan turunan pertama dari f(x) = 3z

Penyelesaian:
. n=2makaf(x)= nx" 1 =2x""1=2x'= 2¢
2. n=3makaf(x) = nx" ! =3x31 = 3x°

3. n= ;, maka fr(?{'j = ]‘T,I”_i = 3(?;},’;_1) = xi_; = x_i = iﬂ

4.4 Aturan Kelipatan Konstanta

Jika k suatu konstanta dan f suatu fungsi yang
terdiferensialkan sehingga dapat disimbolkan g = kf(x), maka
g'(x) = (kf)' (x) = k. f'(x).
Contoh 4.
1. Tentukan turunan pertama dari f(x) 2xl
2. Tentukan turunan pertama dari f(x) = Exg_!

3. Tentukan turunan pertama dari f(x) = 33l

Penyelesaian:
. k=2Zdangi(x) = x
dengan menggunakan aturan fungsi identitas, maka
g'(x)=1
sehingga
fllx)= 2.g'(x)= 21
2. k=3 dan g(x) = x* dengan menggunakan aturan pangkat
maka g'(x) = nx" 1 =331 = 3x°
sehingga
Flx)= 3.9(x)=3.(3 x*) = 9x°
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3. k=3 dan g(xj = x3 dengan menggunakan aturan pangkat

1 --1_ 1 -——_1 —
maka g'(x) = nx™" l—gx =3xs s=_x s

sehingga

"

£ = 3.9'(x) = 3(%:(_?):;( :

Latihan 1. Gunakan Aturan Konstanta, Fungsi Identitas, Pangkat, dan
Kelipatan Konstanta untuk menentukan turunan pertama

L flx)=y

2. flx)=-—
3. F(p) =%t
4 f(x)=-—
5 flx)=x""
6. f(x) = 4x°
1. f(t) =8t
8 f(t)= ots
9. f(t) =at
10. f(t) = at®
4.5 Aturan Jumlah dan Selisih

Jika f dan g fungsi yang terdiferensialkan, maka
Aturan Jumlah: (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x)
Aturan Selisih: (f — g)'(x) = f'(x) — g'(x)
Contoh 5.

Tentukan turunan pertama dari ¥ terhadap x dengan:
1. y=15x>+30

2 y=3x*—7x—-3

3. v= j 2 :

Penyelesaian:
1. Misalkan: f(x) = 15x* = f'(x) = 15(2x) = 30x
glx) =30x=>g'(x) =0
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maka

vi=f(x)+g'(x)=30x+0=30

Misalkan: f(x) = 3x® 2 f'(x) = 3(3x%) = 9x°
gx)=TxD>g'(x)=7
h(x)=3=>h'(x)=0

maka

v =f(x)—g'(x)—h(x)=9x*"—7—-0=9x" -7

Misalkan: a(x) = % =3x 1 da(x)=3(—x"%)=—-3x""
b(x) = = =2x7 () =2 (-7x7") = —2x7"
c(x) =5x=>»c'(x)=5
d(x) == d'(x)=0

maka

y'=a'(x)+ b (x)—c'(x)+d'(x)=—3x*-2x" -5

Latihan 2. Gunakan Aturan Jumlah dan Selisih untuk menentukan
turunan pertama dari

1.

VPO N oo N WN

y=x—3
y=-3x*+2x—1
(t] =5t‘4—3t3 42t

f(t) =8t — 3_—a_1t‘1
F(£) =9tz + 4t =
. fl(t)=at—3

10 f(t) =+2t*—3t

4.6 Aturan Hasil Kali

Jika f dan g fungsi yang terdiferensialkan, maka
(f-g)'(x)=f'(x)-g(x) + f(x) - g'(x)

Contoh 6.

Gunakan aturan hasil kali untuk menentukan turunan pertama dari
(2x% —3)(3x* + 2x)!
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Penyelesaian:
Caral:
Dengan Aturan Hasil Kali
Misal; f(x) =2x%— 3 = f'(x) = 6x°
glx)=3x*+2x=> g'(x)=6x+2
maka
(f-g)'(x)=f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
= (6x7)(3x" +2x ) + (2x* — 3)(6x + 2)
=(18x* +12x%¥ )+ (12x* + 4x* — 18x —6)
=30x*+ 16x° —18x— 6
Cara ll:
Digunakan untuk memeriksa pada Cara |
Flx) =(2x% —3)(3x* + 2x) = 6x° + 4x* — 9x° — 6x
f'(x)=30x*+16x*—18x — 6
Terbukti hasilnya sama, sehingga untuk turunan pertama dari
perkalian fungsi-fungsi dapat dicari menggunakan Aturan Hasil Kali.

Contoh 7.

Gunakan aturan hasil kali untuk menentukan turunan pertama dari:
1. (7x—2)(2—x)

2. Gx“ + E:r:) (4x3 —3)

3 (3 4x) (x—2?)

Penyelesaian:
1. Dengan Aturan Hasil Kali
Misal: f(x) =7x—2=> f'(x)=7
gx)=2-xdg'(x)=-1
maka
(f-g)'(x)=f'(x)-g(x) + f(x) - g'(x)
=(M2-x)+ (7x-2)(-1)
=14 —-Tx—Tx +2
=—14x + 16
2. Dengan Aturan Hasil Kali
Misal: f(x) = gx“ +2¢ D fl(x)=x342
g(x) =4x* -3 g'(x) = 12x°
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maka
(f-g)'(x)=f(x) g(x)+ f(x)-g'(x)
= (* + 2)(4x* = 3) + ({x* + 2x) (126)
=4x®—3x% +8x% — 6+ 3x5 + 24«3
=7x5+29x%—6
3. Dengan Aturan Hasil Kali
Misal: f(x) == —4x = 20  —4x D> f'(x) = —2x 72 — 4
glx)=x—x*dg'(x)=1—-2x
maka
(f-9)' ()= f(x) g(x) + f(x) - g'(x)
=(—2x"—4)(x—x?) + (2x 1 — 4x)(1— 2x)
=—2x'4+2—4x+4x+2x7' —4 —4x +8x°
=12x"—8x— 2
4.7 Aturan Hasil Bagi
Jika f dan g fungsi yang terdiferensialkan, maka
({)’ ) _ () -g(x) — f(x) g'(x)
g g%(x)

Contoh 8.
Gunal}&an aturan hasil bagi untuk menentukan turunan pertama dari:
[Tx—2
E:—x‘]ll
Penyelesaian:
Caral.
Misal: f(x) =7x—2= f'(x)=7
glx)=2—-x*= g'(x)= —2x

maka

(i)’ NRAOROhORIC

g/ g%(x)
_ (M2 —x7) - (7x—2)(-2x)

ﬂ(z —x?)?2 )

(14— 7x%) — (—14x° + 4x)
) (2- 2
14 —Tx"+ 14x" —4x
a (2—x2)?
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B 7x? —4x — 14
(2 —x2)2

Caralll.
Ingat materi pada subbab 1.1 bahwa simbolik untuk turunan dapat
menggunakan f atau D.

(?x —2) _ D(7x—2)-(2—x*)+(7x—2)-D(2—x7)

2 —x? (2—x7%)°
_(M(2—x) + (7x—2)(—2x)
B (2 —x?)2
(14— 7x%) — (—14x% + 4x)
B (2—x7)7
14— Tx" + 14x” —4x
- (2—x?)
B Jx-—4x— 14
(2 —x2)?
Contoh 9.
Cari Dy jika diketahui:
L y=—57+3x
2. v = xf_q +§
Penyelesaian:
1. Dy =D (=) +D(3x)
_ D(2x) - (x*+ 1)+ (2x)- D(x?*+ 1) i3
(x3+1)2
_2(x®+ 1) + (22)(3x)
- (x3 +1)?
_ 2x% + 2+ 6x°
(234 1)

2 oy =0(2) +2()
_D(BE) (x*-2)+(3)-D(x*-2) N D(2)-(x) +(2)- D(x)
[IE—EJE .'1':
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_(0G"-2)+3(5x%) | (0)(1)+ (1)(1)

(x5 — 2)2 x2
_ 15x* 41
- [x5_2]2 x2

Latihan 3. Gunakan Aturan Hasil Kali dan Hasil bagi untuk menentukan
turunan pertama terhadap x dari

. v=x(x-—2)

2 v=x%(x*+1)
3 y=(2x—-3)(x*+2)
4 v =(x"+2)(x®-5x)
5. v=(x¥+4)(x*—3x+2)
1
6. =—
x+3
_ x®+s
7. =
g g o=
2x” —3x+2
9. ¥v= R
_x*+2 | 3
10 Yy = x—1 +.r—5
4.8 Aturan Rantai

Jikay = f(u)danu = g(x)sehinggay = f(g(x)), maka
berlaku aturan rantai yakni
v'= f(g(x)-g'(x)
atau
D.v=D,v- D_u
atau
dy dy du
dx du dx
Contoh 10.
Tentukan turunan dari v = (2x + 1)

Penyelesaian:
Caral.
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Msalu =2x+1=>u' =D, u=2

sehinggay =u* 2 y' =D_y = 2u

maka menggunakan aturan rantai:

v'=D.y=D,y- D_u
= 2u-2=4u=4(2x+1)=8x+4

Caralll.

y=(2x+1)7=2x+1)(2x+ 1) =4x+2x+2x+ 1
=4x*+4x+1

vy =8x+4

Hasil dari Cara | dan Cara Il menunjukkan turunan pertama yang

sama.

Contoh 11.

Tentukan turunan pertama y terhadap x menggunakan aturan rantai:
1. y=(3x—7)4

2 yv=(2x*+3x*—8x+3)7?

y= =

(3x% —5x® +x-2)°

Penyelesaian:
1. Msalu=3x—-—7=2u =D, u=3
sehinggay = u®® & y' =Dy = 13"
maka menggunakan aturan rantai:
v'=D.y=D_y- D_u
=13u'? -3 =39 = 39(3x— 7)*°
2 Misalu =2x*+3x"—-8x+3=22u' =D u=8x+6x—8
sehinggay =u?=>y' =D y=—3u""
maka menggunakan aturan rantai:
v'=D.y=D,y- D_u
=—3u"?-(8x¥+ 6x—8) =u " (—24x%— 18x + 24)
=(2x*+3x*—8x +3)7*(—24x%— 18x + 24)
_ —24x°-—18x+ 24
T (2x* 4+ 3x2—8x +3)2

Contoh 12.
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Tentukan turunan pertama y terhadap x menggunakan aturan rantai
dan aturan hasil kali atau aturan hasil bagi:

Ly
T (3x®-sxt+x—2)8

2, }F=Gx3—x—|—%)[x:— 1)?
= (55

Penyelesaian:
1. Misalf(x) =2x=> f'(x)=2
glx) =(3x°5—-5x*+x—2)°
Untuk menentukan g'(x) = D, g digunakan aturan rantai:
Misal 1t = 3x° — 5x* +x— 2
w' =D u=15x*—10x+ 1
sehinggag = v* = g' = D_g = 5u*
menggunakan aturan rantai:
g =D,g=D,g- D.u
=5u* - (15x* —10x + 1) = u*(75x* — 50x + 5)
= (75x* —50x +5)(3x°— 5x* + x — 2)*

maka:

({)’ (x) = f(x) - glx) = f(x) g'(x)
g g% (x)

dengan

Fix)-glx)=2-(3x°5—-5x*+x—2)°
=2(3x°—5x"+x—2)(3x° —5x* +x —2)*°
=(6x%—10x>+ 2x — 4)(3x°* — 5x* + x — 2)*

F(x) - g'(x) = (2x)((75x* — 50x + 5)(3x* — 5x% + x — 2)*)
= (150x% —100x> + 10x)(3x°% — 5x* + x — 2)*

fx)glx) —flx) g'(x)

= (6x°— 10x>+ 2x — 4)(3x°* — 5x* +x —2)*
—(150x°— 100x> + 10x)(3x° — 5x* +x — 2)*
=[(6x% —10x>+ 2x — 4) — (150x° — 100x° + 10x)]
(3x°% —5x* + x—2)*
= (—144x°+90x> — 8x)(3x* —5x* + x— 2)*

g°(x) = ((3x° — 5x* + x — 2)%)*

=(3x°—5x*+x—2)%
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diperoleh:
i\, (—144x° +90x* — 8x)(3x* — 5x” + x — 2)*
(_) ()= (3x5— 5x2 4+ x —2)%0

_ (—144x° + 90x* — 8x)

© (3x° —5x24+x—2)°

2. Misal: f(x) = —x —x—I— D> fllx)=x*—1
g(x) = (r -1)?*
Untuk menentukan g'(x) = D, g digunakan aturan rantai:
Misal:
u=x"—12u =D u=2x
sehinggag = u® & g' = D g = 3u°
menggunakan aturan rantai:
g =D,g=D,g- D.u
= 3u® - (2x) = 6x(x* —1)°
maka:
(f-g)(x)=f'(x)- g(ﬂfo(«T] g'(x)
= (2= 1)((x2 - 1)° )+[ X —x = )[ﬁx(x'—lj )
=(x*—1)*+ (2x* — 6x° + 3x)(x* — 1]-
=[(x*—1)% + (2x* —6x? + 3x)](x* — 1)°
=[{x*—1)(x*— 1)+ (2x*— 6x% + 3x)](x*— 1)°
=(x*—x*—x*+1+2x*—6x7+3x)(x*—1)°
=(3x*—8x*+3x +1)(x*—1)°

3. Misal:u = % 2> u =D.u

karena u berbentuk i, maka

. _(f)’_f'(xl-g(:f)—f[ff]-g’[x]

w =D u=|—) = —

g g°(x)

dengan
F=2x*—3= f' =4x
g=x—2=9g =1
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sehingga
_ (4x)(x—2) — (2x*— 3)(1)

L—
w =D u

(x — 2)*
_4x3—3x—2x3+3
(x—2)°
_2x3—8x+3
o (x—2)?

y=ud Dy =D y=3u’
menggunakan aturan rantai:
v'=D.y=D_y- D_u

o [2x*—8x L3
=3u" | —
( (x —2)? )

222 —3\" [2x2—8x+3
=3[———| . [————=
=) =)
_ 3(2x*—3)*(2x* —8x +3)
- (x —2)*

Latihan 4. Tentukan turunan pertama y terhadap x dari
. v=(5x*+3x*—x*+7x—8)(x*—-5x+3)°

3x
2 y=——
- (x®—2x+5)*

7 (32%-3)°
3 v= —-
- (2x% —3x)% 2

(:x“—ﬂx“—?}“
xT—3

4
x T
(F=+75)
x=—3 x*—3

4.9 Turunan Tingkat Tinggi

Sebuah fungsi hasil operasi pendiferensialan disimbolkan
dengan f disebut sebagai turunan pertama. Operasi pendiferensialan
dari f* akan menghasilkan " dan disebut sebagai turunan kedua dari
f. Hal ini dapat dilakukan seterusnya.

4 vy

5 v
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Turunan Penulisan f' | Penulisan y’ Penulisan o
Pertama f'(x) ' D,y
Kedua F'(x) y" D2y
Ketiga fu.l(xj }FHE D_E_'!J
Keempat " (x) yr Dy
Kelima £ (x) (& DSy
ke-n £ (x) y @ Dy

Contoh 13.

Tentukan ', "', dan ' dari f(x) =

Penyelesaian:

f’—E 3+2 +3—:L

T8t Tt T T

f”—z +:L . +:L
6. T2 37773

e 1

=3

1
18

24243
2.‘1’

IE+§x:+3:r—?

95



DAFTAR PUSTAKA

Purcell, EJ. and Varberg, D. 1984. Kalkulus dan Geometri Analitis Jilid |
Edisi 4.

Sudaryono, Rahardja, U, and Mulyanta, ES. 2010. Langkah Mudah
Belajar Kalkulus for IT. Yogyakarta: Penerbit Andi.

Varberg, D, Purcell, EJ, and Rigdon, S.E 2007. Kalkulus Edisi
Kesembilan Jilid 2.

56



BABS
KEMONOTONAN DAN KECEKUNGAN

Oleh Veri Julianto

5.1 Kemonotonan
5.1.1 Pengantar konsep kemonotonan dan kecekungan

Pada bidang kalkulus, terdapat dua konsep penting yang
sering digunakan dalam menganalisis perilaku fungsi matematika,
yaitu kemonotonan dan kecekungan. Kedua konsep ini memberikan
pemahaman yang dalam tentang bagaimana suatu fungsi berubah
seiring dengan perubahan nilai variabelnya. Dalam bab ini, kita akan
menjelajahi kedua konsep tersebut secara mendalam, mulai dari
definisi hingga penerapannya dalam pemecahan masalah kalkulus.

Konsep Kemonotonan

Kemonotonan adalah sifat dari sebuah fungsi yang
menunjukkan kecenderungan peningkatan atau penurunan nilai fungsi
sepanjang domain tertentu. Dengan kata lain, fungsi dikatakan
monoton naik jika nilainya meningkat sepanjang domain, dan fungsi
dikatakan monoton turun jika nilainya menurun sepanjang domain.

Dalam menganalisis kemonotonan sebuah fungsi, uji turun
pertama (first derivative tesf) sering digunakan sebagai alat utama.
Uji turun pertama memungkinkan kita untuk menentukan di mana
fungsi tersebut monoton naik atau monoton turun dengan memeriksa
tanda turunan pertamanya.

Konsep Kecekungan

Kecekungan adalah sifat dari sebuah fungsi yang
menunjukkan apakah grafik fungsi tersebut cembung ke atas atau ke
bawah. Jika grafik cembung ke atas, kita sebut ke atas (concave up),
dan jika grafik cembung ke bawah, kita sebut ke bawah (concave
down).

Dalam menganalisis kecekungan sebuah fungsi, uji turun
kedua (second derivative test) digunakan sebagai alat utama. Uji turun
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kedua memungkinkan kita untuk menentukan di mana fungsi tersebut
cembung ke atas atau ke bawah dengan memeriksa tanda turunan
keduanya.

Keduanya, kemonotonan dan kecekungan, memiliki peran
penting dalam menganalisis sifat-sifat fungsi matematika, termasuk
menemukan ekstremum lokal, titik infleksi (titik balik), dan membuat
estimasi tentang perilaku fungsi dalam interval tertentu.

Dalam bab ini, kita akan mengeksplorasi lebih lanjut tentang
bagaimana kedua konsep ini diterapkan dalam pemecahan masalah
kalkulus dan bagaimana mereka membantu kita memahami sifat-sifat
fungsi dengan lebih baik.

5.1.2 Pentingnya pemahaman konsep kemonotonan dan kecekungan dalam
analisis Fungsi

Kemonotonan dan kecekungan adalah dua konsep yang tidak
dapat dipisahkan dalam analisis fungsi matematika. Kedua konsep ini
memberikan wawasan yang mendalam tentang bagaimana suatu
fungsi berubah dan berkembang sepanjang domainnya. Dalam konteks
analisis fungsi, pemahaman yang kuat tentang kemonotonan dan
kecekungan sangatlah penting karena memberikan landasan untuk
penemuan titik ekstrim, titik infleksi (titik balik), serta perilaku
keseluruhan fungsi.

Kemonotonan sebuah fungsi memberikan informasi tentang
arah perubahan nilai fungsi terhadap perubahan nilai variabel
independen. Dengan mengetahui apakah suatu fungsi monoton naik
atau turun dalam suatu interval, kita dapat membuat kesimpulan
tentang kecenderungan umum fungsi tersebut. Sementara itu,
kecekungan sebuah fungsi memberikan informasi tentang bagaimana
grafik fungsi tersebut membentuk kurva. Grafik yang cembung ke atas
menunjukkan peningkatan yang semakin tajam, sementara grafik
yang cembung ke bawah menunjukkan penurunan yang semakin
tajam.

Pentingnya pemahaman konsep kemonotonan dan kecekungan
tidak hanya terletak pada analisis matematika murni, tetapi juga
dalam berbagai bidang ilmu lainnya seperti ekonomi, fisika, dan
teknik. Dalam ekonomi, misalnya, pemahaman tentang bagaimana
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fungsi permintaan atau penawaran berubah seiring perubahan harga
sangatlah penting dalam pengambilan keputusan bisnis.

Dalam konteks pendidikan, pemahaman konsep kemonotonan
dan kecekungan juga memberikan landasan yang kokoh bagi siswa
untuk memahami konsep-konsep yang lebih lanjut dalam matematika,
seperti turunan dan integral. Oleh karena itu, penyajian yang jelas dan
mendalam tentang kedua konsep ini dalam pembelajaran kalkulus
tidak hanya memberikan manfaat langsung bagi siswa, tetapi juga
membekali mereka dengan dasar yang kuat untuk memahami konsep-
konsep matematika yang lebih kompleks di masa depan.

5.2 Kemonotonan

Kemonotonan adalah sifat dari sebuah fungsi yang
menunjukkan kecenderungan peningkatan atau penurunan nilai fungsi
sepanjang domain tertentu. Memahami konsep kemonotonan sangat
penting dalam analisis fungsi matematika karena memberikan
wawasan tentang bagaimana suatu fungsi berubah seiring perubahan
nilai variabelnya. Dalam pembahasan ini, kita akan menjelaskan
konsep kemonotonan dan memberikan beberapa contoh soal beserta
jawabannya untuk membantu memperkuat pemahaman kita.

Konsep kemonotonan

Sebuah fungsi f(x) dikatakan monoton naik dalam interval
[a,b] jika untuk setiap x, dan x, dalam interval [a,b] dengan
x, <x, maka f(x;) = f(x,).Sebaliknya, sebuah fungsi f(x)
dikatakan monoton turun dalam interval [a, b] jika untuk setiap
x,dan x, dalamiterval [a, b] dengan x; < x,, maka f(x,) = f(x,).

Dalam analisis kemonotonan, uji turun pertama (first
derivative tesl) sering digunakan. Untuk menentukan apakah sebuah
fungsi monoton naik atau monoton turun pada suatu interval, kita
dapat mengambil turunan pertama fungsi tersebut dan memeriksa
tanda-tanda turunan pada interval tersebut. Dalam menentukan
selang fungsi monoton naik dan turun di gunakan konsep gardien dari
suatu garis yang di definisikan sebagai tangen sudut @ yang dibentuk
dari garis tersebut dengan sumbu X positif, m = tan a. Bila sudut

lancip [ﬂ'{ irr] maka m = 0 dan m < 0 untuk [ﬂ'} iﬁ) Karena
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gradien garis singgung suatu kurva ¥ = f(x) dititik (x, v) diberikan
dengan m = f'(x) dan selang fungsi naik dan turun berturut-turut
ditentukan dari nilai gradiennya, maka selang atau selang dimana
fungsi monoton diberikan berikut:

1. Fungsi f(x) naik apabila f'(x) = 0

2. Fungsi f(x) turun apabila f'(x) < 0

Contoh 1:
Tentungan selang fungsi naik dan fungsi turundari fungsi
Flx)=2x%—3x*—12x +7.
Penyelesaian:
Langkah 1: Mulai dengan mencari turunan f
flix)=6x"—6x—12=6(x"—x— 2)
=6(x+1)(x—2)

Dari hasil persamaan diatas maka persamaan memiliki titik-
titik pemisah yaitu -1 dan 2. Maka berdasarkan titik tersebut kedua
titik tersebut membagi sumbu-x atas tiga selang vyaitu
(—e0,—1),(—1,2) dan (2,c2).

Langkah 2 : Dengan menggunakan titik-titik -2, 0 dan 3, dapat
disimpulkan bahwa untuk f'(x) > 0, pada daerah yang pertama dan
terakhir dari selang-selang ini dan untuk f'(x) < 0 pada selang
tengah. Jadi berdasarkan konsep kecekungan maka dapat
disimpulkan bahwa fungsi f dinyatakan naik pada (—o,—1) dan
[2,00), fungsi f dinyatakan turun pada [—1,2].
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Grafik Fungsi fix) =2x3 = 3x2 - 12x + 7

40— fix)=2x*—3x? - 12x+7
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5.3 Kecekungan

Kecekungan (Concavity) dalam kalkulus mengacu pada sifat
kurva yang menunjukkan arah kelengkungan suatu fungsi. Ini sangat
berguna untuk memahami bagaimana fungsi berubah dan untuk
mengidentifikasi titik belok (inflection points) dalam suatu grafik.

Concave Up (Cekung ke Atas): Suatu fungsi f(x) dikatakan cekung ke
atas pada interval tertentu jika kurva grafiknya berada di atas garis
tangen pada setiap titik dalam interval tersebut. Secara geometris, ini
berarti bahwa kelengkungan kurva mengarah ke atas. Dalam bentuk
matematis di tuliskan : f"(x) = 0 untuk semua x pada interval
tersebut.

Concave Down (Cekung ke Bawah): Suatu fungsi f(x) dikatakan
cekung ke bawah pada interval tertentu jika kurva grafiknya berada di
bawah garis tangen pada setiap titik dalam interval tersebut. Ini
menunjukkan bahwa kelengkungan kurva mengarah ke bawah. Dalam
bentuk matematis di tuliskan : f"(x) <0 untuk semua x pada
interval tersebut.

Titik belok/balik adalah titik di mana suatu fungsi berubah dari cekung
ke atas menjadi cekung ke bawah atau sebaliknya. Pada titik ini,
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turunan kedua dari fungsi, f"(x)berubah tanda. Jika f"(x) =0 dan
terjadi perubahan tanda di sekitar x, maka x adalah titik belok.

Contoh 3:
Tentukan interval kecekungan dan titik belok dari fungsi

Flx)=x%—3x"+ 4
Jawaban:
1. Hitung turunan pertama

Fi(x)=3x"—6x
2. Hitung turunan kedua

fl'llx)=6x—6
3. Tentukan tanda dari /" (x):

e Untukx = 1, f"(x) > 0, sehingga f(x) cekung keatas.

e Untukx < 1, f"(x) < 0, sehingga f(x) cekung kebawah.
4. Titik belok terjadi ketika f"(x) = 0, yaitu ketikax = 1

Graph of fix) = x> - 3x*> +4

20.0 1 — fix)=x>-3x?+4
Concave Up

175 1 Concave Down

12.5 4

Z 10.0 1
7.5 1

5.0 1

25 /’\%

0.0

T T T T T
-1 0 1 2 3 4
X

5.4 Penerapan dan Pemecahan Masalah
Suatu perusahaan memproduksi dan menjual produk dengan

biaya produksi tetap C(x) =5000 gqp biaya variabel per unit
2x+ 10 g mana * adalah jumlah unit yang diproduksi dan dijual.
Harga jual per unit produk adalah ? (x) =30 — 0.5% Tentykan:
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1. Tentukan fungsi pendapatan R (x) dari penjualan x unit produk.

2. Tentukan fungsi laba L{x)dari penjualan x unit produk.

3. Tentukan interval di mana fungsi laba L(x) bersifat naik dan
turun.

4. Tentukan interval di mana grafik fungsi laba L{x) cekung ke atas

(konkaf) atau cekung ke bawah (cembung).
9. Berapa unit produk yang harus diproduksi dan dijual untuk
memaksimalkan laba?

Pembahsaan:

Fungsi Pendapatan R(x): Pendapatan adalah hasil perkalian jumlah
unit yang dijual dengan harga per unit.

R(x)= x.P(x) = x(300—0,5) = 300 — 0,5x°

Fungsi Laba L(x). Laba adalah selisih antara pendapatan dan total
biaya produksi (biaya tetap ditambah biaya variabel).

L(x) =R(x)— [C[x) + c(x])

L(x) = (300x — 0,5x*) — (5000 + (20x + 100))

L(x) = —0,5x* + 280x — 5100

Interval Kemonotonan (Naik dan Turun): Untuk menentukan interval
kemonotonan, kita hitung turunan pertama dari L(x).

d ,
L'(x) = —(=05x% + 280x — 5100)

L'(x) = —x + 280

Laba maksimum terjadi saat L' (x) = 0, yaitu:

—x +280=0 — x = 280.

Fungsi laba L(x) naik pada interval (0,280) dan turun pada interval
(280, c0)

Interval Kecekungan: Untuk menentukan kecekungan, kita hitung
turunan kedua dari L(x).

d
L"(x) = —(~x +280)

L'"(x) = -1
Karena
L"(x) = —1untuk semua x, grafik fungsi laba L(x)selalu cekung
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kebawah (cembung) diseluruh domainnya. Ini berarti L(x)memiliki
maksimum global di x = 280.

Jumlah Unit untuk Memaksimalkan Laba: Dari hasil di atas,
perusahaan harus memproduksi dan menjual 280 unit produk untuk
memaksimalkan laba.

5.5 Kesimpulan

Kemonotonan dan kecekungan adalah konsep penting dalam
kalkulus yang memberikan wawasan mendalam tentang sifat suatu
fungsi. Kemonotonan membantu kita memahami interval di mana
fungsi meningkat atau menurun, sementara kecekungan membantu
kita menganalisis bentuk kurva dan menentukan titik-titik penting
seperti maksimum, minimum, dan titik belok. Penerapan konsep-
konsep ini sangat luas, mencakup berbagai bidang ilmu pengetahuan
dan praktis, termasuk optimisasi, analisis tren, dan pemodelan
matematis.

64



DAFTAR PUSTAKA

Stewart, J. (2015). Calculus: Early Transcendentals. Cengage Learning.

Larson, R, & Edwards, B. (2013). Calculus. Cengage Learning.

Anton, H, Bivens, |., & Davis, S. (2012). Calculus: Early Transcendentals.
John Wiley & Sons.

Adams, R. A (2003). Calculus: A Complete Course. Pearson Education.

Spivak, M. (2008). Calculus. Publish or Perish.

https://jagostat.com/kalkulusl/kemonotonan-dan-
kecekungan#google_vignette

65


https://jagostat.com/kalkulus1/kemonotonan-dan-kecekungan#google_vignette
https://jagostat.com/kalkulus1/kemonotonan-dan-kecekungan#google_vignette

66



BAB 6
APLIKAS| INTEGRAL TENTU

Oleh Widiya Astuti Alam Sur

6.1 Pendahuluan

Aplikasi integral tentu dapat ditemukan dalam berbagai bidang
ilmu, baik di bidang ilmu sains maupun sosial. Integral tentu dapat
digunakan di bidang ilmu fisika, teknik, ekonomi, kimia, biologi, dan
bidang ilmu lainnya. Integral tentu dapat digunakan untuk mengetahui
luas suatu daerah, volume suatu benda, percepatan suatu benda
bergerak, pusat massa, momen inersia, surplus produsen dan
konsumen, total biaya dan penerimaan, proses pertumbuhan dan
peluruhan, dan masih banyak penggunaan integral tentu lainnya.

Kajian pada bab ini akan memberikan konsep dasar dan
aplikasi integral tentu yang difokuskan pada perhitungan luas daerah,
dan perhitungan jarak tempuh suatu objek yang bergerak.

6.2 Konsep Dasar Integral Tentu

Kasus geometri yang memotivasi konsep dan definisi integral
tentu adalah perhitungan luas daerah pada sumbu cartesius.
Penentuan hasil perhitungan intgeral tentu yang didasarkan pada limit
dari jumlahan Riemann, menjadi konsep dasar terdefinisinya integral
tentu.

Misalkan suatu partisi pada interval [a,b] dengan
n subinterval (tidak mesti memiliki panjang yang sama) dengan titik-
titik partisi a = x, < x; < x, <-- < x,_, <x,_ = b, dan misalkan
Ax;,= x; —x,_,. Pada setiap subinterval [x,_,,x;], dapat dipilih
sebarang x; yang disebut sebagai titik sampel untuk subinterval ke-i.
Interpretasi partisi interval pada suatu fungsi f dapat dilihat pada
Gambar 1 berikut:

67



Berdasarkan ilustrasi

gambar tersebut, maka

konsep luas daerah di

bawah kurva dapat
K didekati dengan
¥ menggunakan
jumlahan dari luas
persegi panjang Yyang
terbentuk pada setiap

X subinterval. Pada
Wt setiap subinterval ke-i
yaitu [x,_y 2], dapat
dibentuk persegi  panjang
A, dengan  tinggi  f(x;)
dimana x; € [x;_;,x;], dan lebarnya adalah Ax,. lLuas persegi

")
LN An

0 1 1
O ANPRRPRRRN A ) S o
fl.\ill i U
1 1

Gambar 6.9. llustrasi Jumlahan
Riemann luas daerah di bawah kurva

panjang A, dapat diperoleh dengan 4 = f(x))Ax,
Jumlah dari keseluruhan luas daerah 4; di bawah kurva dapat
dinyatakan dengan
R:lz = Al +J£12 + - +‘£1;q
= fxAxy + f (x3)Ax; + - f(x)Ax,,
bentuk jumlahan tersebut dapat gituliskan sebagai

:Zf[-’f:]ﬂxi

yang disebut sebagai jumlahan Riemann untuk fungsi f pada interval
[a, b].

Luas dari bidang datar di bawah grafik fungsi v = f(x) dapat
dinyatakan dalam bentuk limit dari jumlah Riemann tersebut:

A=lmR, = lim Zf[x JAx,

n—oa n—soa

Jika fungsi f kontlnu, maka nilai limit tidak tergantung pada
titik-titik sampel x; yang digunakan. Proses perhitungan limit
tersebut yang kemudian memberikan definisi integral tentu dari suatu
fungsi £ atas interval tertutup [a,b].
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Definisi 6.1
Misalkan f adalah fungsi yang terdefinisi pada interval tutup
[a, b). Jikalim,,_, . Y=, f(x})Ax; ada, maka dapat dikatakan bahwa

f terintegralkan pada [a, b]. Selanjutnya, f: flx) dx, disebut sebagai
integral tentu (atau Riemann integral) dari a ke b yaitu:

b
| feodx = tim rexyax,

Berikut diberikan contoh menghitung integral tentu mengunakan
Definisi integral tentu.

Contoh 6.1

Gunakan definisi integral tentu untuk menghitung integral berikut:

jx:dx.

1
Solusi:
Terlebih dahulu, interval[1,2] dibagi menjadi n subinterval dengan
lebar yang sama untuk memudahkan.

Diperoleh lebar subinterval Ax = b;“ =1 i

n

sehingga nilai x; = x; + i. Ax
dengani = 1,2,...,n danx, = a adalah batas bawah interval.
Diperoleh x; = 1 —H%= 1 +£=”—+i

Selanjutnya, dipilih suatu titik x; dalam setiap subinterval
[x;_;.x;]- Untuk penentuan x; dapat diambil sebarang titik secara
random, dapat juga menggunakan titik ujung kanan, atau
menggunakan titik ujung kiri pada setiap sub interval.
Penggunaan jumlahan Riemann dengan pengambilan x; pada titik
ujung kanan subinterval disebut sebagai Aturan Sisi Kanan, dan
Aturan Sisi Kiri untuk pengambilan x; pada titik ujung kiri subinterval.
Pada kasus ini, akan diselesaikan menggunakan Aturan Sisi Kanan.
Untuk penyelesaian menggunakan aturan sisi kiri dan partisi
subinterval secara random, dapat menyesuaikan nilai x; yang dipilih.
Jumlahan Riemann yang berasosiasi dengan partisi menggunakan
aturan sisi kanan dapat dituliskan sebagai berikut:

n
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Gambar 6.10. Bentuk geometris jumlah Rieman aturan sisi kanan dan
aturan sisi kiri

mn mn mn

O TR A e

i=1 i=1 i=1

() Zri(n+ 1)

_ 1 {14?23+9n=+n )

n? &

— 14nt4+9n4n
en¥
Sehingga, diperoleh
r . . 14n® + 9n® +n
x“dx = lim x Ax;, = lim
n—+o n—+oo 6]‘13

1

— 1=

&

—

T3
Jadi, nilai [ x?dx =§ -

Selanjutnya, konsep jumlah Riemann sebagai konsep integral
tentu ini menghubungkan konsep diferensiasi dan integrasi yang
dikenal sebagai teorema Fundamental Kalkulus. Terdapat dua teorema
fundamental kalkulus yaitu:
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Teorema:
(Teorema Fundamental Kalkulus)
Misalkan f(x) adalah suatu fungsi kontinu dalam interval tertutup

[a, b].
. JikaF(x) = [ f(t)dt, makaF'(x) = f(x)
Il f:f(x) dx = F(b) —F(a), dimana F(x) adalah suatu
antiderivatif dari f (x) dalam[a,b] sehinggaF' = F

Teorema fundamental kalkulus bagian pertama menyatakan
bahwa jika f(x) adalah fungsi kontinu pada interval [a, b], maka

fungsi yang didefinisikan sebagai integral dari f(x) dengan batas
bawah tetap (a) dan batas atas variabel (x) terdiferensialkan dan
turunannya adalah £(x). Jika didefinisikan F(x) = f: f(t)dt maka
turunannya adalah F'(x) = f(x). Ini berarti jika kita menghitung
intgeral fungsi f(t) dari a hingga x, lalu menghitung turunan dari
fungsi tersebut, maka kita akan mendapatka fungsi asli f(x).
Teorema fundamental kalkulus bagian kedua menyatakan
bahwa jika f(x) adalah fungsi kontinu pada interval[a, b] dan F(x)
adalah antiturunan dari f{x) yaitu F'(x) = f(x), maka integral tentu
f(x) dari a ke b dapat dihitung sebagai:
b

| frax = F o) - Fea

yang berarti bahwa untuk menemukan luas di bawah kurva f(x) dari
a ke b cukup mencari antiturunan F(x), kemudian menghitung selisih
F(b) — F(a).

6.3 Luas Daerah Bidang Datar

Perhitungan luas daerah bidang datar dapat diselesaikan
berdasarkan konsep integral tentu berdasarkan jumlah Riemann
tersebut :
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1. Luas Daerah di atas sumbu X
Misalkan v = f(x) merupakan persamaan sebuah kurva pada

bidang xy dan andaikan f adalah fungsi kontinu non negatif
pada selang (interval) @ = x < b. Daerah R yang dibatasi oleh
grafik-grafik dari ¥ = f(x), x = a dan x = b. Luasnya daerah
A(R) yang berada di atas sumbu X dapat ditentukan oleh:

b

A(R) = f Fx)dx

Contoh 6.2:

Tentukan luas daerah R dibawah y = x* — 2x?® + 2 di antara
x=—-1danx=2

Solusi:

Bidang r pada grafik disajikan

T pada gambar berikut:
o Estimasi luas daerah R paling
mudah dapat diprediksi

dengan hasil kali alas dan

“ rata-rata  tingginya  yaitu
Gambar 6.11. Luas Daerah dibawah (3).(2) = 6.
fungsiy =x* — 2x? £ 2 Akan tetapi, nilai sebenarnya
dapat diperoleh menggunakan
pendekatan konsep integral tentu yaitu

A(R) = J:f(x] dx = f(x4—2x3+zjdx =

Berdasarkan teorema fundamental kalkulus bagian kedua,
dapat ditentukan suatu fungsi yang merupakan fungsi anti
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diferensial dari f(x)=x*—2x*+2 yang memenuhi

F'(x) = f(x).

Diperoleh fungsi F(x) = éxE — Zx* + 2x dimana
f”u)=x5—zx3+2

Sehingga diperoleh:

AR =7 f(x)dx

A(R) =F(2)—-F(-1)

= (2@ -229+22)- (G (-19) -3 (-1) + 2(-1))
(-2 40)-cio

=2 _54
10

Hasil perhitungan 5,1 dekat dengan nilai estimasi yang diperoleh,
yaitu 6.

Luas Daerah dibawah Sumbu X
Nilai dari luas suatu daerah sudah pasti adalah bilangan
nonnegatif. Jika fungsi ¥ = f(x) berada di bawah sumbu X,

maka f: f(x) dx adalah bilangan negatif dan tentu saja tidak

dapat dinyatakan sebagai luas suatu daerah. Pada dasarnya, nilai
negatif tersebut adalah nilai dari luas daerah yang dibatasi oleh
v =f(x), x=a, x=>b dan x = 0. Dengan kata lain, luas
daerah R yang berada di
bawah sumbu x dapat ditulis

sebagai . . b
A(R) =—jf[x]dx ‘ /
Contoh 6.3: - '2 /

/
Tentukan luas daerah R yang )| =
dibatasi oleh fungsi
y = r? —4, sumbu «x Gambar 6.12. llustrasi luas daerah di

' bawah sumbu x
x=—2danx =73
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Solusi:
Bidang r pada grafik disajikan pada gambar berikut

Seperti pada Contoh 9.1, Estimasi luas daerah R paling mudah

dapat diprediksi dengan hasil kali alas dan rata-rata tingginya
yatiu (5).(3) =15. Nilai sebenarnya dapat diperoleh
menggunakan pendekatan konsep integral tentu.

Diketahui bahwa fungsi f{x) = — — 4 terletak di bawah sumbu
X. Oleh karenanya, berlaku
b

A(R) = — ff[x)dx

AR)=-[° (——4]
=LJ—;+4}&

Berdasarkan teorema fundamental kalkulus bagian kedua, dapat
ditentukan suatu fungsi yang merupakan fungsi anti diferensial

dari f(x) = —x?_ +4 yang memenuhi F'(x) = f(x).

Diperoleh fungsi F(x) = —§+ 4x dimana
Fli)=—5 +4

Sehingga diperoleh:

AR) = [ f(x)dx

A(R) =F(3)-F(-2)

_ (3)*° (-2)%

= [- 5+ 40 [-5r a2

=(-5+12)-(5-¢)

== %1611

Hasil perhitungan 16,11 sangat dekat dengan nilai estimasi yang
diperoleh, yaitu 15

[
Contoh selanjutnya, akan menggabungkan antara luas daerah
yang berada di atas sumbu X dengan daerah yang berada di
bawah sumbuy.



Contoh 6.4
Tentukanlah

Iy

luas

daerah

Gambar 6.13. Luas daerah kurva
di atas dan di bawah sumbu x

R vyang dibatasi oleh
y =x%—3x%—x + 3, segmen
garis pada sumbu X antara
x=—1 dan x = 3, dan garis
x = 3.

Luas daerah E digambarkan
pada daerah yang diarsir. Dapat
dilihat bahwa daerah tersebut
terdiri atas dua bagian yaitu
daerah yang berada diatas
sumbu-x R, dan di bawah
sumbu-x R,. Luas daerah dua
bagian tersebut dapat dihitung
secara terpisah. Dari gambar
dapat diketahui bahwa kurva

memotong sumbu-x pada -1, 1, dan 3. Perlu diperhatikan bahwa
luas daerah R, berada di bawah sumbu-x sehingga:

A(R) = A(R)) + A(R,)

= f;ll{:xg —3x —x+3)dx+ [— ff{xz —3x*—x+ S}dx]
= [ (¥ = 3x% — x +3) dx — [ (x3 — 3x2 — x + 3)dx
Berdasarkan teorema fundamental kalkulus bagian kedua, dapat

ditentukan suatu fungsi yang merupakan fungsi anti diferensial
dari f(x) = x%® — 3x° —x + 3 yang memenuh| F'(x) = f(x).

Diperoleh fungsi F(x) =

Selanjutnya, diperoleh:

AR) = f(x)dx

- —x3 ——+ 3x dimana

F'(x) =x° —33r—x+3

A(R) =F(1) - F(-1)

7
4
1

5

1

]
4

A

—13—§+3{;1}] [—”_—{—l} —i+3( l)]

i [_

15
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AR) =[] f(x)dx
A(Ry) =F(3)—F(1)

"——3=- ——+3{9}] [i—il} —i+3(13]

4 4
16

:——:_4
4

Sehingga diperoleh:
A(R) = A(Ry) + A(R2)
= [ (3= 3x% — x+3)dx — [ (x3 — 3x2 — x + 3)dx
=4-(-9)
=8 ]
Luas Daerah di antara Dua Kurva
Selain dapat digunakan untuk menghitung luas daerah antara
kurva dan sumbu x, integral tentu juga dapat digunakan untuk
mengetahui luas daerah di antara beberapa kurva.
Misalkan daerah 5 berada di antara dua kurva y = f(x) dan
¥ = g(x), dan antara garis vertikal x = a dan x = b, dimana f
dan g adalah fungsi kontinu dengan f(x) = g(x) untuk setiap x
pada [a, b].
Kita dapat membagi area 5 kedalam n bidang dengan lebar yang
sama, kemudian bidang ke-i diaproksimasi berdasarkan luas
persegi panjang yang terbentuk dengan lebar Ax dan panjang
flx?)—g(x).
Contoh 6.5
Tentukanlah luas daerah di bawah f(x) = —x2 + 4x + 3 dan di
atas g(x)=—-x¥+7x*—10x+5 di antara interval
1=<x=2
Solusi:
Pada gambar berikut, Gambar (i) dan (ii) masing-masing
menunjukkan luas daerah di bawah fungsi f dan luas daerah
dibawah fungsi g.

l_|



fz) =—a’ +4a+3

/
»

0 (i) (i)

Gambar 6.14. llustrasi luas daerah di antara 2 kurva

Sementara, gambar (iii) menunjukkan luas daerah yang
dibatasi oleh fungsi f dan fungsi g. Dengan kata lain, luas daerah
pada gambar (jii) merupakan daerah irisan pada gambar (i) dan
gambar (ii).

Dapat dilihat dari gambar (jii) bahwa luas daerah yang diarsir
adalah luas daerah di bawah f dikurangi luas daerah dibawah g, pada
batas interval yang sama vyaitu [1,2]. llustrasi luas daerah di anatara
dua kurva A(R) dapat dituliskan sebagai:

| f@ax - [ g = [ £ - gwax
1 1 1

Hasil integral tersebut dapat diperoleh baik dengan
menyelesaikan masing-masing nilai integral kemudian mengurangkan
hasilnya, atau bisa dengan mengurangkan terlebih dahulu fungsinya
kemudian menentukan nilai integralnya.

Untuk kasus pada contoh ini luas A(R) dapat lebih mudah
diselesaikan dengan mengurangkan fungsi terlebih dahulu, seiahingga
diperoleh suatu fungsi h(x) = f(x) — g(x).

AR = [7F() — gl)dx
= [Tox® +4x +3— (—x7 + 7x% — 10x + 5)dx
= [[(x? — 8x% + 14x — )dx

Berdasarkan teorema fundamental kalkulus bagian kedua,
dapat ditentukan suatu fungsi yang merupakan fungsi anti diferensial
dari h(x) = »°* — 8x* + 14x — 2 yang memenuhi H'(x) = h(x).
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Diperoleh fungsi H(x) = IT - EI% + 7x* — 2x dimana
H'(x) =" — 82" + 14x — 2
Sehingga diperoleh:
AR = [ h(x)dx
AR) =H(2) -H{)

:[%—£+?(?‘F 2(2‘]—[%—ﬁ+x(1| —?il]
:[— 2i28-4]-[-2+7-2
6.4 Jarak dan Perpindahan

Misalkan sebuah benda bergerak di sepanjang garis lurus
dengan kecepatan v(t) pada saat t. Jika v(t) = 0, maka f: v(t)dt
merupakan jarak tempuh yang dilalui benda tersebut pada selang
waktu a <t < b. Akan tetapi, jika v(t) memiliki nilai negative
(gerpindahan objek yang bergerak mundur), maka:

J v(t) dt = s(b) —s(a)

a

merupakan nilai perpindahan objek, yaitu jarak dari titik awal s(a) ke
titik akhir s(b). Untuk mengetahui jarak total yang ditempuh objek

sepanjang a < t < b, kita dapat menghitung nilai dari f: |[w(t)|dt,

sebagai daerah antara kurva kecepatan dan sumbu t
Contoh 6.6:
Sebuah benda diketahui berada pada posisi s = 4 pada saat t = 0.

Kecepatan benda tersebut pada waktu t digambarkan dalam bentuk
fungdi v(t) = 5sinéxt. Dimanakah posisi benda dan seberapa
jauhkan perpindahan benda tersebut pada saat t = 2.
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Solusi:
=i o Perpindahan benda yaitu
A L L A A A I A A perubahan posisi benda dari
Jrr el t=0 ke t=3 dapat

EER \‘ o Lo | | | . . .

1 L | | 'tL | ﬂ = dituliskan sebagai:

ETRIEIEE R R i i X
Ry | P s(3) —s(0) = [ v(t) at

\f U‘ TR Y R VA VA VR ¥ .
! ! = _J'ﬁ 5 sin 6t dt
Gambar 6.15. llustrasi perpindahan benda

pada kurva fungsi v(£) Berdasarkan konsep integral

tentu  berdasarkan  teorem
Fundamental Kalkulus Il, dapat ditentukan suatu fungsi antiturunan
V(t) sehingga V' (t) = 5sin 6mt. Diperoleh V{t) = — i cos 6t
Selanjutnya, nilai integral sebagai nilai perubahan posisi benda dapat
ditentukan sebagai berikut:
JJ 5 sin 6t dt = V(3) — V(0)

5 . [ .
= [_E COS 5rr'[_3}] — [_E cnsrr'[_ﬂ}]
5 . =S
=[-zw]-[-Zm]
=10
Diperoleh perubahan posisi benda adalah 0
Sehingga, posisi benda pada saat t = 3 dapat dituliskan

sebagai posisi awal benda ditambahkan dengan perpindahan yang
ditempuh benda. Oleh karena diketahui letak benda pada saat t = 0
adalah =(0) = 4, dan perubahan posisi benda adalah 0, maka posisi
benda pada saat t = 3 dapat dituliskan sebagai:
s(3)=s(0)+0

=4+0=4
benda tersebut berada pada posisi s = 4 pada saat t = 3.
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5 Iv(t)]

Gambar 6.16. Ilustrasi jarak tempuh benda dengan grafik fungsi [v()|

Selanjutnya total jarak yang ditempuh dapat dihitung sebagai:
jlv[t]ldt J- |5 sin 6mt| dt

bentuk mtegral tentu tersebut dapat diselesaikan berdasarkan sifat
simetris. Dapat dilihat perubahan grafik fungsi v(t) pada Gambar 7

menjadi grafik fungsi |(t)| pada Gambar 8 Kedua grafik memberikan
gambaran jarak tempuh yang sama.

Sehingga diperoleh total jarak tempuh benda adalah:
15 sinéntldt = 18 [ 5sin6nt dt

=90 fEsin 6wt dt
=90 [(—;?cns EHED — (—:? cos EH[IJ])]
=90 [{—:? COS ]"!.'} — (—:?CDS ﬂ)]

= —‘S‘III.:? [(cosm) — (cos0)]
= —%[cnsn —cos0] = —%[—1— 1]
=-2[-2]

=2 % 955414 -

T
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BAB7
TEKNIK INTEGRASI

Oleh Mardiati

1.1 Pendahuluan

Dalam mempelajari integral, terkadang tidak semua bentuk
integral bisa diselesaikan dengan teknik rumus dasar integral.
Perhatikan soal integrasi berikut ini:

(R Y
2 fj:i dx

3. [x"cosx dx
Untuk soal no (1) dapat diselesaikan dengan menggunakan
rumus dasar integrasi, menjadi,

Jx*—sd _J , 8 g 1 EJr1Jr
5 x=|(x x:] x—Ex B c

X

Sementara untuk soal no (2) dan (3) tidak bisa diselesaikan
dengan teknik dasar tersebut.

Beberapa bentuk fungsi tersebut memerlukan metode atau
teknik tertentu untuk dapat diintegrasikan dengan tepat. Teknik
integrasi adalah metode khusus yang digunakan untuk
menyederhanakan bentuk sehingga dapat menangani berbagai jenis
integral yang tidak dapat diselesaikan dengan cara-cara dasar.

Terdapat tiga teknik integrasi yaitu teknik substitusi, integrasi
parsial, dan integrasi menggunakan pecahan parsial. Setiap teknik
dijelaskan secara rinci dengan contoh-contoh yang relevan dan
aplikatif, sehingga pembaca dapat memahami dan menguasai konsep-
konsep penting dalam teknik integrasi.

Pemahaman dan penguasaan teknik-teknik ini sangat penting
untuk dapat menyelesaikan integral yang lebih kompleks, membuka
peluang untuk memecahkan masalah yang lebih beragam dalam
matematika dan aplikasinya.
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1.2 Teknik Substitusi

Teknik substitusi digunakan untuk menyederhanakan integral
dengan mengganti variabel integrasi dengan suatu fungsi baru yang
lebih mudah diintegrasikan. Teknik ini didasarkan pada gagasan
bahwa jika kita dapat menemukan bagian dari integral yang jika
turunannya dapat disederhanakan dengan bagian integral yang lain
dari suatu fungsi, maka kita dapat mengganti variabel tersebut untuk
menyederhanakan proses integrasi.

Perhatikan kembali soal no (2) bahwa (1 — x) adalah turunan
dari (2x — x*) sehingga dapat ditulis:

1—x d[Ex—x:] .
f dx=f—,,=ln|2x—:r|+c

2x —x? 2x —x?2

,q_::l

Bentuk integral ini f 2=

2x—x=

sesuai dengan bentuk rumus
dasar integral f’i—x =In|x| + ¢
Misalkan kita memiliki integral bentuk umum berikut,

Jf@&lﬁ&ﬂh

Dalam kasus ini, kita dapat melakukan substitusi dengan memilih:
m = g(x)

Sehingga, turunan dari u terhadap x adalah:
dm

== g'(x) atau dm = g'(x) dx

Dengan substitusi ini, integral asli dapat ditulis ulang dalam bentuk:

I Flg(x). g'(x)) dx = f Flm)dm

Integral yang baru ini seringkali lebih sederhana dan lebih
mudah untuk diintegrasikan. Setelah menyelesaikan integral dalam
variabel m, langkah terakhir adalah mengganti kembali 72 dengan
g(x) untuk mendapatkan hasil integral dalam variabel asli x.
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Contoh 1:

Selesaikan integral [ —~ AL

x dx

Penyelesaian: _
Andaikanm = x* + 4 maka 'ﬂ— 2x dan édm = x dx

Sehingga
x dx dm 11 _a 1
“r':xz+4}3 B ..r:,:m:,a _FI:—E}IH te= _4:'115 te

jadi penyelesaian integralnya adalah:
1

j GPrap a@iiap

Contoh 2:
Carilah integral [ -

= 41“}

Penyelesaian:

Misalkan m = 6 — 4x? maka dm = —12x°dx,
dan 3x° dx = —idm

sehingga

J 3x° i J‘ 1 dm f 1 _1d
— = = | ——m % am
J (6 —4x?) f(m) 4

-

Z_Z 2mz —|—c——; ma-l-c

1 N
=—-Vvm+tc
2

Selanjutnya mengganti m = 6 — 4x*, diperoleh hasil integralnya
adalah:

3x? 1 —
— _dx=—=(6—4x) +c
ju’(ﬁ—%‘fa) 2

Contoh 3:
Carilah integral [ —

dd

| E"‘
Penyelesaian:

Andaikan u = 8% maka du = 28d#
Sehingga
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[— _ dg=[—2_208.d8

cost(8%) Zeost(8%)
1J' 1 i
= - = '
2 J cos?(u)

=£f * _du

2¥ oz (u)
1 ) 1

=— | sec* du=—tanu + ¢
2 2

Dengan mengubah u = 87, penyelesaian integral menjadi:

f 6 dﬁ—l‘ta 6%+
cos?(t?) 2 " ¢

Contoh 4:

Carilah integral (88— 2 d8
Penyelesaian:

Andaikanu =8 —2 maka u* =8 —2
Diperoleh diferensialnya: 2udu = d6
Sehingga

J BVE—2df = J_[u: + 2)u. 2u du
= J(Eu" + 4u?) du

2 4
=gu5 +§IL3 +c
selanjutnya kita ubah kembali u = /& — 2 , menjadi

—_— 2 — 4 —
JH»’H—E d9=§(w“5—2j5+§(f9—2)3+c
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SOAL LATIHANT:
Dengan menggunakan teknik substitusi, carilah integral berikut ini:

1 J"'f'll'f'idp

o

2. [sin(36 —4)d6

3 [Tdz
4 f1+:ar dx

5. [x*V9—2x®

1.3 Teknik Integrasi Parsial

Terkadang kita mendapatkan bentuk integral yang tidak bisa
kita selesaikan dengan menggunakan teknik substitusi seperti yang
telah dibahas sebelumnya. Sebagai contoh perhatikan bentuk
integrasi berikut ini:
1. [x*Inxdx,

2. [x*cosxdx.

Untuk menghitung integral dari hasil kali dua fungsi yang tidak
mudah diintegrasikan secara langsung, teknik integrasi parsial dapat
membantu penyelesaian integrasi dengan menggu-nakan aturan
diferensiasi produk. Untuk memahami aturan diferensiasi produk,
misalkan jika diberikan u = u(x) dan v = v(x) adalah dua fungsi
dari x, maka turunan dari hasil kali dua fungsi u(x).v(x) ini adalah:

d d

= (w.v) = [w(x). v(x)] = ' (a)v(x) + u(x)v'(x)
Integrasi persamaan tersebut menjadi,

J d [u(x).v(x)] = J- u'(x)v(x) + u(x)v'(x) dx

wl(x).v(x) = J w'(x).v(x)dx + J w(x).v'(x)dx
J u(x). v'(x)dx = ulx)v(x) — J- w'(x).v(x) dx

Ini adalah rumus integrasi parsial, yang sering ditulis dalam
bentuk umum sebagai:
fudv=uv—[vdu
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Contoh 5:
Hitung [ xe® dx
Penyelesaian:
Gunakan aturan integrasi parsial | udv = uv — [ vdu.
Dengan
u=x maka du = dx

dan
dv = e“dx

Jdv=je“dx

v =g*
sehingga
[ udv = uv — [ vdu

jxe‘rdx=xex—fexdx
= xe* — [ e¥dx
Jxe‘rdx=xe‘r—e‘*+c

Contoh 6:
Hitung | x cosx dx

Penyelesaian:

Misalkan u = x dan dv = cos x dx

Maka du =dx dan v =sin x

Pengintegralan parsial menjadi:

wdv =uv — [ vdu

[ xcosxdx = xsinx — | sinx dx
= xsinx — (—cosx) + C
=xsinx + cosx + ¢

Contoh 7:

Tentukan [ x*sin x dx

Penyelesaian:

Misalkan = x°, dan dv = sinx dx
Maka dui = 2x dx dan v = —cosx
Pengintegralan parsial menjadi:
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[udv=uv—[vdu
[ x%sinxdx = —x%cosx+ J-Excc-sx dx

= —x*cosx+2 chosx dx

=—x“cosx + cosx + ¢

Pada bentuk terakhir terdapat [ x cos x dx, sehingga harus
dilakukan pengintegralan parsial yang kedua.
Misalkan u = x maka du =dx
dandv = cosx dxmakav = sinx
Sehingga diperoleh
Jx*sinxdx = —x%cosx + 2[(x sinx) — [ sinx dx]
= —x*cosx + 2[(x sinx) — (—cosx)] + ¢
= —x%cosx + 2xsinx + 2cosx + ¢

Contoh 8:
Tentukan [ x*Inx dx

Penyelesaian: _
Misalkanu = In x:makadu = fdx

dan dv = x° dx; maka

jdu = Jxde

1
_ &
r=—x"+4+c¢
6

Sehingga Pengintegralan parsial menjadi:
udv =uv — [ vdu

[ ximx ax =m0 (Gx9) - [ 224G a0
X Inx = lnx)—Xx - —Xx (-
6 6 x
1 1
=—x'5.1nx——J.x5dx
6 6

1 . 151 ‘
=—x .lnx——(—)x +c
6 6 \6
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J

1
x°Inx dx =—x®.Inx ——=x%+¢
6 36

SOAL LATIHAN 2:
Dengan menggunakan teknik substitusi, carilah integral berikut ini:
1. [efcostdt
2. [xIn(x+ 1)dx
3. [xe™dp
4 [x Vax + 1dx
5 [wilnwdw
1.4 Teknik Pecahan Parsial

Fungsi rasional yaitu fungsi yang berbentuk pecahan di mana

pembilang dan penyebutnya adalah polynomial. Salah satu teknik
dalam kalkulus yang digunakan untuk menyelesaikan integral dari

fu

ngsi rasional adalah teknik integral pecahan parsial. Tujuan teknik

ini adalah untuk memecah fungsi rasional tersebut menjadi jumlah
pecahan sederhana yang lebih mudah untuk diintegrasikan.

Contoh 9:

Tentukan |

Sx+4

x=t+x—2

dax

Penyelesaian:
Tuliskan integran menjadi

Sx +4 Sx + 4 A ]

Cir—2 (1DeE-D 12 =D
dengan A dan B adalah konstanta-konstanta yang harus ditentukan,

sx+d A B
(x+2)(x—1) (x+2)  (x—1)
Sx+4 _A(x—1)+B(x+2)

(x+2)(x—1)  (x+2)(x—1)

S5x+4=A(x— 1)+ B(x+ 2)
Sx+4=Ax—A+EBEx+ 2B
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Sx+4=Ax+Ex—A+ 2B

Diperoleh dua persamaan,
A+B=5
—A+28 =4

Selanjutnya tentukan nilai A dan B dengan menggunakan
metode eliminasi, diperoleh: A=2 dan B=3.

Sx +4 _ 2 4 3
(x+2)(x—1) (x+2) (x-—1)

J Sx+ 4 d + dx
x? -I-x—E (:r-l-Z) (x — 1)
=2In(x+2)+3In(x—1) +¢c

Sx+ 4 5
J.,.x—zdx=ﬂn(x+2)'+1n[x—lj3+c

x-+x—

Contoh 10:
Carilah [ ———dx

(241} (=—2)

Penyelesaian:
tulislah integran menjadi

dx +7 Ax + B C

(x2+1)(x—2) (xf+1)+(x—zj

4x +7 _ (Ax+B)(x—2) C(x*+1)
(x24+1)(x—2) (x*4+1)(x—2) (x*+1)(x—2)

Sx+4=(Ax+B)(x—2)+C(x*+ 1)
Sx+4=Ax* 4+ Bx—24x — 2B+ Cx*+C
Ax* 4+ Cx* —24x+ Bx—2B+C=5x 17
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Diperoleh 3(tiga) persamaan dengan 3(tiga) variabel

A+C=10
—2A+EB =4
—2B+C=7

Selanjutnya tentukan nilai A, B dan C dengan menggunakan
metode eliminasi, diperoleh: A=3; B=-2 dan C=3.

4x+7 3x + 2 3
(x2+ 1](x—2jdx_ [x:—i-ljdx_'-J.[x—E]

:J.[x:E_T_ljdx+J.[x:2_|_1]dx+f(xizjdx

3 e )
= Eln[x‘ + 1)+ 2arctan(x) + 3In(x —2) + ¢
Jadi

dx

4y + 7 d
-2

3 : :
= 5111{.3:- + 1)+ 2arctan(x) + 3In{x —2) +¢

SOAL LATIHAN 3:
Dengan mﬁenggunakan teknik substitusi, carilah integral berikut ini:
1. J " dx

2 _=

xe—2x
JI-x"+3.r—1l}

dadx

xz_?i.r—ﬁ

x

f, -dx
LI—HEII-
2x*—3x—-36

[ ——=—dx
[Zx—1)(x=+3)
Jx—-2

) dx

=
x¢—x—6

O s WM

1.5 Teknik Integrasi Dengan Substitusi Trigonometri

Untuk menyelesaikan integral yang mengandung bentuk
aljabar tertentu—terutama yang melibatkan akar kuadrat atau
kuadrat dari ekspresi—teknik integrasi substitusi trigonometri
menggunakan fungsi trigonometri untuk menggantikan variabel.
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Teknik integrasi dengan substitusi trigonometri ini digunakan
Jika terdapat integran yang memuat bentuk Va® —xZ
Vx? +a?, atau Vx* —a®, dengan a = 0. Teknik integrasi dengan
substitusi trigonometri ini dilakukan untuk merasionalkan bentuk akar
tersebut.

z

7.5.1 Bentuk pertama vV a® — x
Perhatikan gambar berikut ini:

Menghasilkan nilai:
x - a—
s:'n|9=; - x=asin® —x°

I a - i - .
W as —x< =4/a* —a* sin- #

=Ja?(1 — sin? 6)

S
=./a* cos* 8 =acos#
sehingga bentuk va? — x> = a cost.

Contoh 11:
Carilah

P
\"l 9 —_ }:r-
—,.,d"r’
y*

Penyelesaian:
3

V3 -yt
Sesuai dengan bentuk bentuk: g'r}rf, dapat menggunakan
substitusi: > = sin@ sehingga v = 3sin dan dy = 3 cos@ dt
Dengan substitusi ini, kita juga memiliki:
Jo—1v2=,9—(3sinh)? = 3cosh
Sehingga menjadi,

93



Jq?—}r- 3cosf
——dy=| —————3cosf df
v - (3sin8)?

_j?ccrsjﬁ'dg —jmsjadﬂ

] 9sin?8 ] sin?@

= j cot*@ df = J_[cosecjﬁ' —1)df
=—cotf—8+¢c

—T

J9-y"

Selanjutnya substitusi kembali sin& = % dan cos@ = dengan
6 = arc sin7 kembali ke semula:

cos8 /9 —y?
cotf = =

sinf v
Maka, hasil akhir integralnya adalah:
J’q?—}r: VI — e y

——dy = —————arcsin=+¢
¥y vy 3

7.5.2 Bentuk kedua v x* + a?
Perhatikan gambar berikut ini:

Maka, tan 8 =% —= x=atan®

o

' - — . 5

yxi+a® =4a*—a* tan- f
5 >

=/ a?(1 — tan®f)

=
=./a° sec” 8 = asech

sehingga bentuk Vx% + a? = asec#

Contoh 12:
Carilah J

dx
Vaxs+1
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Penyelesaian:
e .
Jadx-+1

1

Sesuai dengan bentuk bentuk: vx* 4 a*, dapat menggunakan
substitusi: _ _
tan# = 2x sehingga x = - tan# dan dx = -sec® 6 df

Dan v 4x? + 1 = sech
Dengan menggunakan metode substitusi diperoleh hasil sebagai
berikut,

dx %sec: 8 df
J\."dle—i—l_J. sec
1 [ sec” @ 1
=—f d6'=—fsec5'd5'
2 secd 2

1
=£1n|sec5'+tan5'|+c

Selanjutnya substitusi kembali
tanf = 2x dan V4x? + 1 = sec@
Sehingga hasil akhir integralnya adalah:

dx 1 —
J:=—1n|f4x:+1+2x| +c
Vaxt+1 2

7.5.3 Bentuk ketiga v x* — a2,
Perhatikan gambar dibawah ini:

maka ec 8 = i,danx= asect

dan dx = a sect tan t dt, sehingga,
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ﬁfxf —n? = qf(asec 8)? —a”

= Ja%sec? 8 —a? =+ a’(sec? 8 —1)

 r——
= a®tan* @ =atand

sehingga Vxl—a’ =atanB
Contoh 13:
Carilah [ —dx

va© =16

Penyelesaian:

Sesuai dengan bentuk bentuk: v x* — a*, dapat menggunakan

substitusi:
sec f =§ sehingga x = 4sect dan dx = 4secftanf df,

Dan ekspresi v x* — 16 dapat disederhanakan sebagai:
Jx? — 16 = /16sec?8 — 16 = \/16(sec?6 — 1) = 4 tan §
Substitusi x = 4 sec & ke dalam integral:

i3 4% sec? B
J,:dx =j—4sec5‘tan5' dd
Vx2 — 16 4 tan@

= (4 J sec*@ db

Gunakan identitas trigonometri,
sec*d = (sec”#)* dansec™8 =1+ tan®#,

= 64 J sec*@ df
= 64 J sec®8(1+ tan® @) df

= 64_[(5&(7:9 + sec*8 tan*8) db

Karena
[ sec*8df =tanf + c; dan
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- - 1
J. sec B tan“@ df = Etﬂ.‘rlaﬁ' +c
= 64 J(seczﬁ' + sec@ tan ) df

1
=64.tanf + 64.5.&11135' +c

Karena x = 4sec 6, sec 6 = - sehingga ”4—_16 = tan 8, maka hasil
akhir integralnya adalah:

_ — 3
x3 vxi—16 1 [VxZ—16
—dx =64 ——+64—.|———| +¢

N 4 3 4
SOAL LATIHAN 4:
Dengan menggunakan teknik substitusi, carilah integral berikut ini:
1. J "i—_: dx y A | J::x: dx
dx i
3. J Sl +2x+5 4 'J"Jgp: _:JE_P_B
5. [ ar 6 [ 5L ax
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BAB 8
PENERAPAN INTEGRAL

Oleh Didiek Hari Nugroho

8.1 Pendahuluan

Integral adalah salah satu konsep dasar dalam dunia kalkulus,
yang memiliki peran penting dalam berbagai bidang ilmu
pengetahuan. Secara teoritis konsep integral dapat diaplikasikan
untuk menghitung luas daerah di bawah kurva dan volume benda-
putar dengan bentuk yang tidak beraturan (Purnomo, 2021), penerapan
metode integral dalam sains dan teknik (Constanda, Riva, Lamberti, &
Musolino, 2017), penerapan integral dalam kedokteran nuklir dan
spektroskopi (Reza, Behbahani, & Saramad, 2018), aplikasi integral
dalam menghitung perpindahan massa dalam kolom gelembung jet
(Evans & Machniewski, 1999), aplikasi integral dalam bidang ekonomi
dan finansial (Harini & Sari, Mei 2020), penerapan integral dalam
bidang biologi dan kedokteran (Ryan & Wallace, 2017), dan juga
memiliki peran yang luas dalam berbagai disiplin ilmu pengetahuan
dan kehidupan sehari-hari.

8.2 Konsep Teoritis

Dalam konteks matematika, integral dapat dipahami sebagai
proses penggabungan jumlah kecil yang tak terhingga menjadi
kesatuan yang lebih besar. Integrasi adalah kebalikan dari
diferensiasi, dimana kita dapat mulai dari turunannya dan harus
bekerja ke arah sebaliknya untuk mencari yang sudah diturunkan
tersebut (Stroud & Booth, 2003). Ada dua jenis integral yang sering
digunakan yaitu; integral tak tentu dan integral tentu. Integral tak
tentu digunakan untuk mencari fungsi primitif dari suatu fungsi,
sedangkan integral tentu digunakan untuk menghitung luas daerah di
bawah kurva pada interval tertentu.
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8.3 Penerapan Integral

Penerapan integral dapat menjangkau berbagai disiplin ilmu
dengan cara yang sangat luas dan bervariasi. Namun, pada bab ini
akan dibahas penerapan integral pada beberapa bidang ilmu sains
dan teknik diantaranya: penerapan integral untuk menghitung luas di
bawah kurva (geometri analitis), volume benda-putar, reaktor kimia
batch (partaian), kolom gelembung pancaran, manometer-U, dan
transfer panas konduksi.
8.3.1 Penerapan integral untuk menghitung luas

Soal menghitung luas di bawah kurva bidang (geometri
analitis) sering kita jumpai, namun sering kali kita melakukan
kesalahan dalam menghitung luas bidang tersebut. Untuk
menghindari kesalahan tersebut, hal yang paling terpenting adalah
memahami definisi dari luas. Luas merupakan hasil dari perkalian
antara dua buah garis yang saling tegak lurus. Sekarang kita aplikasi
definisi luas ini dalam memahami beberapa gambar beikut ini:
Menghitung luas kurva antara f(x) dengan sumbu-x

Dari gambar disamping terlihat
bahwa garis Ax (garis pertama) dan
e () garis yang dibentuk oleh
\l\ / kurva/persamaan f(x) (garis kedua)

I | ' yang saling tegak lurus antara kedua

garis tersebut, maka sesuai dengan
. x2 X definisi luas akan diperoleh rumus:

Luas = f(x)Ax ..Pers(1)

Apabila persamaan (1) diatas diintegrasikan dengan batasan x; < Ax <
X2, maka akan diperoleh:

Luas = f(x)Ax ..Pers(1)

Apabila persamaan (1) diatas diintegrasikan dengan batasan x; <

Ax = x,, maka akan diperoleh:
Luas = f:'f[x] dx ..Pers(2)
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Luas antara kurva f(y) dengan sumbu-y

Hal yang sama juga apabila kita akan y f(y)
menghitung luas suatu kurva yang dibatasi Y2[7 77 7

oleh sumbu y dengan batasan yi < Ay =y, A, ‘
seperti pada gambar disamping;
Luas = f;‘ F(v)dy ..Pers(3) nr-——-

Contoh soal:

Hitunglah luas daerah dari persamaan f(x) =4 —x* terhadap
sumbu x dengan batasan0< x< 4

Solusi:

Dari gambar disamping terlihat bahwa
luas ada dua daerah, maka untuk mencari
luas daerah sebagai berikut:

Luas=1L,+ L,

Karena L; merupakan luas di bawah kurva
sumbu x yang bernilai negatif, maka

dilakukan sebagai berikut:

L= “:3 4 —x:dx-‘ + f;il — x*dx
= [43: — 1,’3:(3]:-‘ + 4x — 1f3x3J

=?}/3_|_16}/3 =?2}}3

i)
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Luas antara dua kurva f(x) dengan sumbu- x
g filx) = fi(x), xas Ax s x2

f1(x)

s ‘ .
—.\//Q(X) Luas = IJ- filx)— f(x)dx

x1 Fa® 4 x2 X

Luas antara dua kurva f(y) dengan sumbu-y

y

K)rz(y) L) = fily), ysAysy,

Avy { Luas = f;-: L) - fily)dy

vl

Contoh soal:

Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh 2 buah kurva dari
persamaany = 4x — x- dany = 2x — 3

Solusi:

y=tx=w Mencari titik potong antara dua kurva:

\ A1) = f(x)

4x —x*=2x —3

x*—2x—3=0
(x+ 1)(x— 3) = 0, diperoleh X; =-1dan x, =3
Luas = f;‘fl(x) — fo(x) dx

3 5
= f_1[4x —x°)—(2x—3)dx

=f_313+2x—x:dx
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=3x+x*— 1f3x3|: = 102f3

8.3.2 Penerapan integral untuk menghitung volume benda-putar

Volume = Luas alas X ting gi

Karena alas benda berbentuk lingkaran dengan jari-jari (r)
maka volume benda akan menjadi:
Volume = mr’t ...Pers(1)

Volume kurva f(y) yang diputar pada sumbu-y

y Gambar disamping diperoleh r = f(y) dan tinggi benda

) " merupakan Ay dengan batasan ketinggian pada sumbu
y adalah y, < y < y;, maka persamaan (1), akan menjadi:

* Volume =m f;" {F(v)¥dy ..Pers(3)

Ay

y2

Contoh soal
Hitunglah volume dari kurva f(x)=e* yang diputar terhadap

sumbu-x dengan batasan 0< x < 2
Solusi:

Volume = J {e*Vdx
o

1 “ =
=—qge-*

-

Volume 2 kurva f(x) yang diputar pada sumbu x
filx) = fi(x), xSAX< X ,

Volume =w f;‘Ul (x)¥ — {f. (x) ¥ dx..Pers(4)
(Missen, Mims, & Saville, 1999)
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Volume 2 kurva f(y) yang diputar pada sumbu y
L) = fily) nsdy<y,
4 Volume = m f} (¥ -{A () ¥ dy ..Pers(b)

' Contoh soal:

Hitunglah volume benda yang dibatas kurva
fi(x) = x* dan £, (x) = x diputar pada sumbu x dengan batasan 1<
x<3

Solusi:

yi

Volume = f{xj}: — {x}dx

V=Hffx4;x:dx
V= H{1f5x5— 1,’3:(3}‘
V:”{{1f535_1f333)_(1f515_ 1/z 1 }}z 3911&5]1

8.3.3 Penerapan integral pada reaktor kimia batch

Reaksi orde dua dan elementer fasa cair dari /J\
2A > B yang terjadi secara isotermal dan
pengadukan sempurna pada reaktor batch. Pada
kondisi awal, konsentrasi A adalah 4 mol/m®. Jika
laju realfsi destruksi A dinyatakan dalam AN
r, =—kC; dan nilai A= 0,05 menit”. Hitunglah 1, = —kCE

3

V = vol

konsentrasi A (dalam mol/m?) setelah 10 menit. N, = mol
SO'.USi: asumsi: Well mixed
Neraca massa reaktor batch: (Missen, Mims, & Saville, 1999)

neraca) _ [neraca pembentukan] _ :
[massa ]z'u [mﬂsm]wr [karerm reaks;r'] = [akumulasi]

Dalam reaktor batch tidak ada aliran masuk dan keluar dan A adalah
reaktan, maka:

[0] —[0] + [[ 1, dV] = [" "j] .Pers()
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Karena diketahui adalah nilai konsentrasi A dimana N, = C,V dan
[ r,dV = r,VV, maka persamaan diatas akan menjadi:

V= [df:; V] ..Pers(2)

Karena nilai V merupakan konstan, maka persamaan (2) akan berubah
menjadi:

V="V [%] ..Pers(3)

diketahui bahwa 1, = —kC;, maka persamaan (3) akan berubah
menjadi:

—kc; = [%} ..Pers(4)

Untuk menyelesaikan persamaan (4) dapat kita integrasi dengan
batasan integrasi: pada saat t = 0 maka konsentrasi C, = C,, dan

pada saat t =t maka nilai C, = C,,

—k [Jdt = j{"::: % .Pers(5)
o ..Pers(6)

Co ..Pers(7)

Car = 14Ca Kt
Karena yang ditanyakan adalah konsentrasi Cx pada saat t =10
menit dengan nilai C,, = 4 mol/m?® dan k= 0,05 menit”, maka kita

dapat memasukkan nilai yang diketahui tersebut ke persamaan (7),
sehingga akan diperoleh nilai Cy:
4 mol /m®

" 1+ 5mol/m® X 0,05menit~! X 10menit
— mal
1,334/ s

CA:‘
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8.3.4 Penerapan integral pada kolom gelembung pancaran

Kolom gelembung pancaran merupakan salah satu alat yang
dapat diaplikasikan untuk menyisihkan kadar amonia yang terkandung
didalam limbah cair indutri pupuk. Permodelan matematika khusunya

_Qgcgcmr - Vz dr

Cgm =C,He {1 —e

_(KLG [-’:

HFQH

}

integrasi digunakan untuk mencari
nilai koefisien transfer massa dan
menghitung  konsentrasi amonia
yang keluar pada waktu tertentu
(Nugroho, Adisalamun, & Machdar,
2014)

...Pers(1)

..Pers(2)

Apabila persamaan (2) disubtitusikan ke persamaan (1) dan
diintegrasikan, akan diperoleh:

Kpalj

—Q,C,He {1 _ e,

_.Jrcrﬂz—g—QHa{l—e_
Co G Vi
o -
En(&)=—5—@ E{l—e li
o v

KpaWp

)] _
;

Kpal;
HF'Igg

HE'Igg

V;

ac ...Pers(3)

bodt

Vi

}}t

}} f; dt ..Pers(4)

...Pers(5)

Karena Heo. < 1 maka persamaan (5) akan menjadi: (Demergenci,

g

Nuri, & Yildiz, 2012)
c

—In (c_:) = K, at

Dimana:

...Pers(6)

C: : konsentrasi amonia pada saat waktu tertentu (ppm)
Co : konsentrasi amonia awal (ppm)

t : waktu (menit)

K.a : koefisien transfer massa (menit™)
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8.3.5 Penerapan integral pada manometer-U
Contoh soal penerapan integral untuk menghitung tekanan
didalam manometer-U (Welty, 2004)
2 Carilah tekanan di titik A (Ps) yang terjadi di
4 - 1 dalam manometer-U pada gambar disamping
A ] Id dan dengan menggunakan persamaan di

- = —P4
bawah ini: @Y

Langkah pertama, mengintegrasikan antara titik C dan D,
sehingga akan diperoleh :

Farm D
J. dP = —pgf dy
B c

Poom = Paem = =0 9(D —C) =—p, gd, ..Pers(l)

Langkah kedua, megintegrasikan antara titik B dan A, sehingga
akan diperoleh:

By 4

J- dP = —pgj dy

Ep B
P,—Py=—p;g(A—B)=—prgd, ..Pers(2)

Karena tekanan di titik B (Ps) sama dengan tekanan di titik C
(Pc), dan apabila persamaan (1) dan (2) dieliminasikan, maka akan
diperoleh:

PA - Pnrm = pmgdf - prgdl ...Per5(3)
PA = Pﬁ tm + P:ngdj — Prg dj_ ...Pers(lu)
Dimana:

Pa : tekanan fluida di titik A (N/m?)

P.n  :tekanan atmosferik (N/m?)

g : gaya gravitasi bumi (m/s?)

p,, :densitas fluida di dalam manometer (kg/nv’)
pr  :densitas fluida di dalam tangka (kg/nv)

di & d; : jarak antara dua buah titik (m)
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8.3.6 Penerapan integral pada transfer panas konduksi

Contoh soal penerapan integral dalam mencari heat lost
transfer panas konduksi pada dinding seri (Welty, 2004)
Carilah persamaan heat lost (q) pada dinding

Tl ka s komposit yang dirangkai secara seri antara
™~ dua buah dinding seperti pada gambar
| T disamping dan dengan menggunakan
L, persamaan di bawah ini:
L Qe I dTl
x=0 x=L, x=L, A B dx

Pertama-tama, lakukan integrasi
terhadap x =0 padaT=T, dan x =L pada T =T

% f:n dx = —k_ j;:= dT ..Pers(1a)
% (L,—0)=—k_ (T, —T,) ..Pers(2a)
% L, =k (T,—T,) ..Pers(3a)
(T,—T,) = q, (::_4 } .Pers(4a)

Kedua kita lakukan hal yang sama untuk mengintegrasikan
terhadapx=L,padaT=Todanx=L,=0padaT=Ts:

% f:h dx = —k, f;‘ dT ..Pers(1b)
% (L,—0) = —k, (T, —T5) ..Pers(2b)
%Lb =k, (T, — T,) .Pers(3b)
(T, — Ts) = q, [:ﬁ) .Pers(4b)

Apabila persamaan (4a) dan (4b) dieliminasikan maka akan

diperoleh:
9. = (Tl - Tz]

L L
Ve at P, a
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Dimana:

Ox
Ty
T2

: panas yang hilang karena konduksi (W K)
: temperatur pada permukaan dalam dinding komposit (K)
: temperatur pada permukaan luar dinding komposit (K)

L. &L, :tebal dinding komposit a dan b (m)
ks & k» : konstanta komposit a dan b (m)

Soal Latihan

1.

Hitunglah luas permukaan yang dibatasi oleh persamaan y = x°
dan persamaan y = x dengan sumbu'y

Hitunglah volume benda yang dibatasi oleh persamaan y = x*
dan persamaan y = x yang diputar terhadap sumbuy

Reaksi fase cair orde dua dan elementer dari A = B dilakukan
dalam reaktor batch yang isothermal dan tercampur dengan baik.
Mula-mula konsentrasi awal A adalah 10 mol/L Jika laju reaksi A
diberikan oleh r, = —kC, dengan k= 0,69 jam™. Hitunglah waktu
(menit) yang dibutuhkan sampai konsentrasi A mencapai 5 mol/L

Berapa konsentrasi ammonia yang keluar dari
kolom gelembung pancaran pada saat 5 jam, 2
apabila diketahui konsentrasi awal ammonia
350 ppm dengan harga koefisien transfer massa
ammonia (K.a) = 0,6 jam™?

Carilah tekanan (P) statika fluida gas yang
terjadi didalam tabung disetiap titik y seperti
pada gambar disamping dengan asumsi menggunakan
persamaan gas ideal PV = ;l RT

Y1 «P
L-->
X

Sebuah dinding tungku terdiri' dari tiga lapisan, 15 cm bata tahan
api (4 = 1200 W/m K), diikuti oleh 20 cm
ky | k2 |ks bata insulasi kaolin (- = 0,73 W/m K) dan

T terakhir 10 cm bata masory (4 = 5 W/m
1

2 K). Temperatur pada permukaan dinding
| 55| [+ dalam adalah 1000 K dan pada
15 17", 10 permukaan luarnya adalah 500 K

- Berapakah temperature pada permukaan

kontak (T, dan T)?
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Pembahasan Soal Latihan
1. Luas = fﬁl ,ﬂﬁ— yvdy

=2 iz =t
—2(1)%—t(1y? =
2. Volume=m _r: [\."E)_ — (v)3dy
-] -t
— Ca
3. —kt—in(a)

smol/L
|:-'n|:||..-I.

—I} &9 jam
t = ljam = 60 menit
4 € =C, X e KLaxt
Cr — EGUPPH‘E % E—D,E._;n'nm"‘xEJ:zm
C, =174 ppm

5. En( £ }=—Miv

Parm RT
Mrg
P = Pnrm R_T:q}}
6. Langkah pertama mencari harga g«
(Tl - T4)

q =
T L L, L
Yot eyat Cli,a

(1000 — 500)K

.=
015 0.2 01
( [1200% Jo,75+ fs) Lw

q,= 17434 WK

Mencari T
L,
-1 =a:(34)
0,15
(1000 — T,) = 1743 4( )
1200
0,15
T, = 1000—1?434( )
= 1200
T, =999,8K
Mencari Ts:
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(T3 —Ty) = f}'_r(

¥

T, = 1?43,4(

T, = 5349 K

Dl)
5

T, =500+ 1?43,4(

Ly

k,A

)

¥

Dl)
5

m
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