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KATA PENGANTAR

Puji syukur kita panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa, atas
terselesaikannya buku ini yang berjudul Kalkulus 1. Buku ini ditujukan
bagi mahasiswa dan siapa pun yang ingin memahami konsep-konsep
dasar kalkulus, yang merupakan salah satu cabang ilmu matematika
yang paling penting dan fundamental.

Kalkulus tidak hanya mempelajari angka dan rumus, tetapi juga
menggali konsep yang mendalam mengenai perubahan dan
akumulasi. Dalam dunia yang terus berkembang ini, pemahaman
kalkulus menjadi semakin krusial, baik dalam bidang sains, teknologi,
ekonomi, maupun dalam kehidupan sehari-hari. Oleh karena itu, buku
ini diharapkan dapat memberikan wawasan yang jelas dan mendalam
tentang berbagai topik yang berkaitan dengan kalkulus.

Buku ini disusun dengan sistematis, dimulai dari pendahuluan
yang menjelaskan pengertian dan sejarah kalkulus, hingga topik-topik
lanjutan seperti limit, turunan, dan integral. Setiap bab dirancang
untuk membangun pemahaman secara bertahap, dengan dilengkapi
latihan dan contoh untuk memudahkan pembaca dalam memahami
materi.

Kami berharap buku ini dapat menjadi referensi yang
bermanfaat bagi pembaca, dan dapat menginspirasi lebih banyak
orang untuk mengeksplorasi keindahan serta kekuatan kalkulus.
Terima kasih kepada semua pihak yang telah mendukung penyusunan
buku ini. Semoga apa yang disajikan dalam buku ini dapat bermanfaat
bagi kita semua.

Jayapura, Oktober 2024
Penulis
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Kalkulus 1

BAB 1
PENDAHULUAN

A. Pengertian Kalkulus

Kalkulus merupakan salah satu cabang matematika yang mempelajari
perubahan. Terdapat dua aspek utama dalam Kkalkulus: analisis
perubahan fungsi (diferensial) dan perhitungan akumulasi perubahan
tersebut (integral). Kalkulus berfungsi sebagai alat yang sangat
penting dalam menyelesaikan berbagai permasalahan di bidang sains,
teknik, ekonomi, dan disiplin ilmu lainnya.

Kalkulus terbagi menjadi dua bagian utama, yaitu kalkulus
Diferensial dan kalkulus Integral. Kalkulus Diferensial berhubungan
dengan Kkonsep turunan (derivatif), yang digunakan untuk
menganalisis bagaimana suatu fungsi berperilaku ketika variabel
inputnya mengalami perubahan. Derivatif dapat membantu dalam
menentukan laju perubahan atau kemiringan garis pada titik tertentu
dalam grafik fungsi. Sebagai contoh, ini dapat digunakan untuk
menghitung kecepatan sesaat sebuah kendaraan, yaitu bagaimana
posisinya berubah seiring berjalannya waktu. Sementara itu, kalkulus
integral berfokus pada konsep integral, yang pada dasarnya
merupakan kebalikan dari diferensial. Integral digunakan untuk
menghitung total perubahan, seperti luas area di bawah kurva suatu
fungsi. Contoh aplikasinya adalah menghitung total jarak yang
ditempuh oleh kendaraan dengan mengakumulasi perubahan posisi
dari waktu ke waktu.

Kalkulus memiliki beragam aplikasi di berbagai bidang ilmu,
termasuk Fisika, Teknik, Ekonomi, Biologi, dan Ilmu Komputer, serta
bidang lainnya. Dalam Fisika, kalkulus digunakan untuk memodelkan
gerakan objek, menentukan gaya yang bekerja, energi, dan banyak




Kalkulus 1

konsep lainnya. Contoh klasiknya adalah penerapan kalkulus dalam
hukum Newton mengenai gerakan. Dalam bidang teknik, kalkulus
dimanfaatkan dalam analisis sistem, optimisasi desain, dan kontrol
proses. Sebagai contoh, kalkulus diferensial digunakan dalam analisis
struktur untuk menentukan tegangan dan deformasi. Dalam disiplin
Ekonomi, kalkulus berfungsi untuk mengoptimalkan keuntungan atau
mengurangi biaya, contohnya dalam teori marginal dan analisis
ekonomi. Sementara itu, dalam disiplin Biologi, kalkulus dimanfaatkan
untuk memodelkan pertumbuhan populasi, penyebaran penyakit,
serta proses-proses lain yang berkaitan dengan perubahan seiring
waktu. Di bidang I[lmu Komputer, kalkulus diterapkan dalam
algoritma yang memerlukan optimisasi, pengolahan sinyal, dan
berbagai aplikasi lain yang membutuhkan analisis terhadap
perubahan dalam data atau sistem.

B. Sejarah Singkat Kalkulus

Isaac Newton (1643-1727) mengembangkan kalkulus sebagai alat
untuk menyelesaikan masalah dalam fisika, terutama dalam
memahami gerakan dan gravitasi. la memanfaatkan kalkulus
diferensial untuk menggambarkan perubahan kecepatan dan
percepatan suatu objek seiring waktu. Selain itu, Newton juga
menciptakan metode untuk menghitung luas di bawah kurva, yang
kini dikenal sebagai integral. Salah satu sumbangan utama Newton
adalah teorinya tentang fluxions, yang menjadi cikal bakal dari konsep
turunan modern.

[saac Newton (1643-1727) mengembangkan kalkulus sebagai
alat untuk menyelesaikan masalah dalam fisika, terutama dalam
memahami gerakan dan gravitasi. la memanfaatkan kalkulus
diferensial untuk menggambarkan perubahan kecepatan dan
percepatan suatu objek seiring waktu. Selain itu, Newton juga
menciptakan metode untuk menghitung luas di bawah kurva, yang
kini dikenal sebagai integral. Salah satu sumbangan utama Newton
adalah teorinya tentang fluxions, yang menjadi cikal bakal dari konsep
turunan modern.
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Di sisi lain, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) secara
bersamaan dengan Newton, mengembangkan konsep kalkulus dengan
pendekatan yang lebih sistematis dan notasi yang lebih mendekati
yang kita gunakan saat ini. la memperkenalkan simbol "d" untuk
diferensiasi dan "[" untuk integral, yang masih digunakan hingga Kini.
Leibniz lebih menekankan pada aspek simbolik dan formal dari
kalkulus, serta mengembangkan aturan-aturan diferensiasi yang kini
menjadi bagian penting dalam pembelajaran kalkulus. Meskipun
terdapat perselisihan yang berkepanjangan mengenai siapa yang lebih
dahulu menemukan kalkulus, baik Newton maupun Leibniz secara
luas diakui sebagai pelopor utama kalkulus modern.

Setelah era Newton dan Leibniz, kalkulus mengalami
perkembangan yang signifikan berkat kontribusi sejumlah
matematikawan yang memperdalam dan menyempurnakan konsep-
konsep dasarnya. Pada abad ke-18, tokoh-tokoh seperti Leonhard
Euler dan Joseph-Louis Lagrange memperluas penerapan kalkulus
dalam berbagai masalah matematika dan fisika. Euler, contohnya,
memperkenalkan banyak notasi dan metode yang masih relevan
hingga saat ini, serta memperluas aplikasi kalkulus ke dalam analisis
fungsi kompleks. Lagrange, di sisi lain, menyempurnakan konsep
turunan dan integral, serta mengembangkan kalkulus variasi, yang
merupakan cabang kalkulus yang digunakan untuk menentukan
fungsi yang memaksimalkan atau meminimalkan suatu kuantitas.

Pada abad ke-19, matematika mengalami formalitas yang lebih
ketat. Augustin-Louis Cauchy dan Karl Weierstrass merupakan dua
tokoh penting yang memberikan dasar yang lebih kokoh bagi kalkulus,
terutama dalam hal konsep limit dan kontinuitas. Mereka
menghilangkan ketidakpastian yang terdapat dalam karya-karya
sebelumnya dengan mendefinisikan limit secara rigor. Weierstrass,
khususnya, memperkenalkan definisi formal limit, yang kini menjadi
landasan dalam pengajaran kalkulus diferensial dan integral.

Memasuki abad ke-20, kalkulus terus berkembang dan menjadi
lebih kompleks dengan munculnya analisis matematika, yang
memperluas konsep kalkulus ke dimensi yang lebih tinggi serta
bidang lainnya, seperti geometri diferensial dan teori distribusi.
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Kalkulus juga menjadi alat yang sangat penting dalam berbagai bidang
lain seperti ekonomi, biologi, dan ilmu komputer, serta tetap menjadi
subjek penelitian yang aktif dalam matematika murni dan terapan.

C. Konsep Dasar dan Notasi

1. Bilangan dan Fungsi

a. Bilangan riil
Bilangan riil mencakup semua bilangan yang dapat ditemukan
pada garis bilangan, termasuk bilangan bulat, rasional, dan
irasional. Contoh bilangan real adalah 2, -3, 0.5, dan V2.

b. Bilangan kompleks
Bilangan kompleks adalah bilangan yang memiliki bagian real
dan bagian imajiner. Bentuk umum dari bilangan kompleks
adalah a + bi, di mana a dan b adalah bilangan real dan i adalah
unit imajiner yang memenubhi i = -1.

c. Fungsi
Fungsi adalah relasi yang menghubungkan setiap elemen
dalam satu set (disebut domain) dengan tepat satu elemen
dalam set lain (disebut kodomain). Notasi fungsi biasanya
ditulis sebagai f{x), di mana x adalah elemen dari domain dan
f(x) adalah elemen dari kodomain.

2. Limit

Limit adalah nilai yang didekati oleh fungsi ketika variabel mendekati
suatu titik tertentu. Notasi limit ditulis sebagai (lim) f(x) = L, yang
X—>C

berarti bahwa f{x) mendekati L ketika x mendekati c.

Limit dapat dihitung dengan substitusi langsung, faktorisasi,
menggunakan aturan L'Hdpital, atau dengan mendekati nilai dari kiri
dan kanan (limit satu sisi). Limit adalah dasar dari banyak konsep
kalkulus, termasuk turunan dan integral. Limit digunakan untuk
mendefinisikan turunan sebagai laju perubahan sesaat dan integral
sebagai jumlah total perubahan.
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3. Turunan

Turunan dari suatu fungsi pada suatu titik adalah laju perubahan
fungsi pada titik tersebut. Secara geometris, turunan adalah
kemiringan garis singgung pada kurva fungsi di titik tersebut.

Turunan dari fungsi f{x) dapat ditulis sebagai f'(x), df/dx, atau Df.
[f (x+h) = F(0)]

Definisi formal turunan adalah f'(x) = }lirr(l) h

Turunan digunakan untuk menemukan kecepatan dan percepatan
dalam fisika, menentukan titik maksimum dan minimum fungsi dalam
optimasi, dan menganalisis perubahan dalam ekonomi dan ilmu sosial.

4. Integral

Integral dari suatu fungsi menggambarkan akumulasi total dari nilai
fungsi. Integral dapat dianggap sebagai luas di bawah kurva fungsi
pada interval tertentu.

Integral ditulis sebagai | f(x) dx, di mana [ adalah simbol integral,
f{x) adalah fungsi yang diintegralkan, dan dx menunjukkan variabel
integrasi. Integral tertentu (definite integral) ditulis dengan batas atas

dan bawah, misalnya ff f(x) dx . Integral digunakan untuk

menghitung luas, volume, pekerjaan yang dilakukan oleh gaya, dan
banyak aplikasi lainnya dalam fisika, teknik, dan ekonomi.

D. Pentingnya Kalkulus
1. Aplikasi Kalkulus dalam berbagai Bidang

Kalkulus merupakan alat fundamental dalam fisika yang digunakan
untuk memodelkan dan menganalisis berbagai fenomena alam. Dalam
mekanika klasik, kalkulus diferensial berperan dalam menentukan
kecepatan dan percepatan yang dihasilkan dari perubahan posisi
suatu objek seiring waktu. Sementara itu, kalkulus integral digunakan
untuk menghitung berbagai hal, seperti kerja yang dilakukan oleh
gaya atau medan gravitasi pada suatu objek. Contoh penerapannya
termasuk menghitung lintasan planet yang mengorbit matahari atau
menentukan perubahan energi kinetik suatu objek saat bergerak.
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Dalam bidang teknik, kalkulus memiliki peranan penting dalam
desain dan analisis berbagai sistem. Sebagai contoh, teknik sipil
memanfaatkan kalkulus untuk menganalisis kekuatan struktur
bangunan, teknik elektro menggunakannya untuk merancang sirkuit
listrik, dan teknik mesin menerapkannya dalam analisis dinamika
fluida serta termodinamika. Contoh aplikasinya meliputi penentuan
beban maksimum yang dapat ditanggung oleh sebuah jembatan atau
pengoptimalan desain mesin untuk efisiensi bahan bakar.

Kalkulus juga sangat krusial dalam ekonomi untuk memahami
dan memprediksi perubahan yang terjadi. Kalkulus diferensial
digunakan untuk menganalisis dampak perubahan dalam variabel
tertentu, seperti harga atau jumlah produksi, terhadap output
ekonomi, seperti keuntungan atau biaya. Di sisi lain, kalkulus integral
digunakan untuk menghitung total keuntungan atau kerugian dalam
periode waktu tertentu. Contoh aplikasinya termasuk menghitung
elastisitas permintaan, yang menunjukkan sensitivitas permintaan
terhadap perubahan harga, atau menghitung nilai sekarang dari aliran
pendapatan di masa depan. Dalam ilmu komputer, kalkulus
diterapkan dalam analisis algoritma, optimisasi, pengolahan sinyal,
kecerdasan buatan, dan banyak aspek lainnya. Sebagai contoh,
algoritma pembelajaran mesin sering kali memerlukan optimisasi
yang melibatkan kalkulus diferensial untuk meminimalkan kesalahan
prediksi. Contoh aplikasinya adalah merancang algoritma pengenalan
gambar yang lebih efisien atau memaksimalkan throughput dalam
jaringan komunikasi.

2. Kalkulus Penting bagi Mahasiswa di Berbagai Jurusan

Kalkulus memberikan wawasan yang mendalam mengenai
mekanisme perubahan, yang merupakan elemen fundamental dalam
berbagai disiplin ilmu. Dalam bidang fisika, biologi, ekonomi, maupun
ilmu sosial, pemahaman tentang bagaimana variabel bertransformasi
dan saling berinteraksi sangat penting untuk menganalisis serta
menyelesaikan permasalahan yang kompleks. Kalkulus juga
mengasah kemampuan pemecahan masalah dengan mengajarkan
metode untuk mendekati dan menyelesaikan isu-isu yang melibatkan
perubahan yang berkelanjutan. Keterampilan ini sangat berharga
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tidak hanya dalam sains dan teknik, tetapi juga dalam kehidupan
sehari-hari serta karir di berbagai sektor. Berbagai teknologi modern
dan inovasi ilmiah sangat bergantung pada kalkulus. Mahasiswa yang
menguasai kalkulus memiliki alat yang diperlukan untuk
berkontribusi dalam pengembangan teknologi baru, penelitian ilmiah,
dan inovasi di industri.

Kalkulus merupakan fondasi bagi banyak cabang matematika
dan sains lainnya, seperti persamaan diferensial, analisis matematika,
dan mekanika kuantum. Oleh karena itu, mempelajari kalkulus adalah
persiapan yang sangat penting bagi mahasiswa yang berencana untuk
melanjutkan studi di bidang sains, teknologi, teknik, dan matematika
(STEM). Kalkulus juga berperan dalam pengembangan kemampuan
berpikir abstrak dan analitis. Keterampilan ini bermanfaat tidak
hanya dalam matematika, tetapi juga dalam berbagai disiplin ilmu
yang memerlukan pemikiran logis dan analisis yang mendalam.
Konsep-konsep kalkulus sering kali muncul dalam kehidupan sehari-
hari, seperti dalam memahami tingkat bunga, pertumbuhan populasi,
dan banyak aspek lainnya. Memahami kalkulus dapat membantu
individu dalam membuat keputusan yang lebih baik dan lebih
terinformasi dalam kehidupan pribadi maupun professional.

E. Struktur Buku

Buku "Kalkulus 1" dirancang untuk memberikan pemahaman yang
menyeluruh tentang konsep-konsep utama dalam kalkulus, mulai dari
dasar hingga aplikasi yang lebih kompleks. Materi dalam buku ini
disusun secara bertahap, dengan setiap bab membangun konsep-
konsep yang telah dipelajari sebelumnya, sehingga memudahkan
pembaca dalam mengikuti perkembangan materi.

Bab I. Pendahuluan, memberikan latar belakang dan pengenalan dasar
tentang kalkulus, termasuk definisi, sejarah, dan pentingnya kalkulus
dalam berbagai disiplin ilmu.

Bab II. Sistem Bilangan Riil, dalam buku kalkulus ini mencakup
pembahasan tentang struktur dan sifat-sifat dasar dari bilangan riil.
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Topik ini penting karena sistem bilangan riil adalah landasan dari
hampir semua konsep dalam kalkulus.

Bab III. Fungsi dan Grafik, mengulas konsep fungsi, grafik, dan
pentingnya pemahaman ini dalam kalkulus. Pembahasan tentang
jenis-jenis fungsi, grafik mereka, dan bagaimana interpretasi visual
dari grafik membantu dalam memahami perilaku fungsi.

Bab III. Limit, menjelaskan konsep limit yang merupakan dasar dari
kalkulus diferensial dan integral.

Bab IV. Kontinuitas, bab ini membahas konsep kontinuitas dan
bagaimana hal ini berkaitan dengan grafik fungsi.

Bab V. Definisi Turunan, bab ini memperkenalkan kalkulus diferensial,
dimulai dengan definisi derivatif, aturan-aturan dasar diferensiasi.
Topik-topik seperti turunan fungsi trigonometri, eksponensial, dan
logaritma akan dibahas di sini.

Bab VI. Turunan Fungsi Aljabar, bab ini membahas topik-topik seperti
turunan fungsi trigonometri, eksponensial, dan logaritma akan
dibahas di sini.

Bab VII. Kemonotonan dan Kecekungan, bab ini membahas tentang
Definisi Kemonotonan, fungsi monoton naik dan turun, Syarat
Kemonotonan Berdasarkan Turunan, Definisi Kecekungan, cekung
keatas dan kebawah, titik belok serta aplikasi kemonotongan dan
kecekungan.

Bab VIII. Aplikasi Turunan, fokus pada berbagai aplikasi dari
diferensiasi, seperti mencari nilai maksimum dan minimum fungsi,
analisis grafik, dan aplikasi lainnya dalam fisika dan ekonomi.

Bab IX. Integrasi, mengulas konsep integral baik tak tentu maupun
tentu, serta teknik-teknik dasar integrasi. Bab ini juga menjelaskan
hubungan antara integral dan area di bawah kurva.

Bab X. Teknik Integrasi, membahas berbagai metode untuk
menghitung integral, terutama untuk menyelesaikan integral yang
tidak dapat diselesaikan secara langsung menggunakan integral dasar.
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Seperti Teknik substitusi, Integrasi Parsial, Substitusi Trigonometri,
Integrasi Fungsi Rasional, Teknik Penggantian Trigonometri Identitas
dan Metode Integral Numerik.

Bab XI. Aplikasi Integrasi, bab ini membahas berbagai aplikasi integral
dalam menghitung area, volume, panjang busur, serta aplikasi dalam
bidang teknik dan ilmu pengetahuan lainnya.
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BAB 2
SISTEM BILANGAN RIIL

A. Pengantar Sistem Bilangan Riil

1. Definisi dan Representasi

Sistem bilangan riil adalah kumpulan angka yang mencakup berbagai
jenis bilangan yang digunakan dalam kalkulus dan analisis
matematika. Bilangan ini meliputi bilangan bulat, pecahan, dan angka
irasional, yang semuanya dapat direpresentasikan dalam bentuk
desimal.

Bilangan riil dapat dinyatakan sebagai desimal, seperti:

o —2-_0625..
8

= 0,285714285714 ...= 0,285714

[}
NN

e +/3=1,7320...
=0,33333...=0,6

[}
W=

Dalam contoh di atas, titik-titik (...) menunjukkan bahwa deret
digit desimal berlanjut tanpa akhir. Setiap ekspansi desimal ini
merepresentasikan bilangan riil, dan meskipun beberapa bilangan
memiliki lebih dari satu representasi, seperti 0,999... dan 1,000...,
semuanya tetap berhubungan dengan bilangan riil yang sama, yaitu 1.

Bilangan riil sering kali direpresentasikan dengan simbol R,
yang menunjukkan sistem bilangan riil atau garis bilangan riil. Garis
bilangan riil adalah representasi grafis dari bilangan riil di mana setiap
titik pada garis mewakili bilangan riil tertentu. Berikut adalah ilustrasi
garis bilangan riil:
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2.

T T 1 I
-2 -1 o 1 1 V3 2 e 3m
2

Sifat-Sifat Bilangan Riil

Sistem bilangan riil memiliki tiga kategori utama sifat, yaitu:

a.

3.

Sifat Aljabar: Sifat ini menyatakan bahwa bilangan riil dapat
dijumlahkan, dikurangkan, dikalikan, dan dibagi (kecuali oleh 0)
untuk menghasilkan bilangan riil lainnya. Contoh operasi dasar
meliputi penjumlahan a + b dan perkalian a x b, yang
menghasilkan bilangan riil baru berdasarkan aturan aritmatika
yang berlaku. Penting untuk diingat bahwa pembagian dengan 0
tidak diperbolehkan.

Sifat Urutan: Bilangan riil memiliki struktur urutan yang diatur,
yang diuraikan dalam Lampiran 6. Salah satu aturan penting
adalah bahwa mengalikan ketidaksetaraan dengan bilangan
positif mempertahankan urutan, sementara mengalikan dengan
bilangan negatif membalikkan urutan tersebut. Sebagai contoh,
jikaa<b,makaaxc<bxcjikac>0danaxc>bxcjikac<0.

Sifat Kelengkapan: Sifat ini merupakan aspek yang lebih dalam
dan lebih sulit untuk didefinisikan secara tepat. Sifat kelengkapan
menyatakan bahwa terdapat cukup banyak bilangan riil untuk
"melengkapi” garis bilangan riil, sehingga tidak ada "lubang" atau
"celah" dalam garis tersebut. Misalnya, tidak ada bilangan riil
yang dapat memenuhi x? = 2 dalam bilangan rasional, karena
tidak ada bilangan rasional yang kuadratnya sama dengan 2. Sifat
ini sangat penting dalam analisis limit dan berperan dalam
banyak teorema kalkulus.

Operasi Bilangan Riil

Operasi bilangan riil adalah prosedur matematis yang melibatkan
bilangan dalam sistem bilangan riil, termasuk bilangan rasional dan
irasional. Operasi dasar dalam bilangan riil mencakup penjumlahan,
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pengurangan, perkalian, dan pembagian, dan masing-masing memiliki
definisi dan sifat yang spesifik.

a. Penjumlahan Bilangan Riil

Jika a dan b adalah bilangan riil, maka penjumlahan a +
b didefinisikan sebagai himpunan semua bilangan yang dapat
dihasilkan dari menjumlahkan a dan b.

Teorema:

Jika adan b adalah bilangan riil, maka hasil penjumlahan a + b adalah
bilangan riil.

Pembuktian:

1) Misalkan x adalah elemen dari a + b Maka ada bilangan y dalam
a dan z dalam b sehinggax =y + z.

2) Jika y<x dan z< 0, maka x + z < x, sehingga x + z juga
merupakan bilangan riil.

3) Jelas bahwaa + b # 0, karena a dan b adalah bilangan riil yang
tidak kosong.

4) Setiap elemen x dalam a4+ b dapat dihasilkan dengan
menjumlahkan elemen dari « a dan b, sehingga penjumlahan
bilangan riil menghasilkan bilangan riil.

b. Penjumlahan dengan Nol

Teorema:
Jika a adalah bilangan riil, makaa + 0 = a.

Pembuktian:

1) Jika x adalah elemen dari « dan y adalah elemen dari nol (0),
maka y < 0, sehingga x +y <x dan x + y juga merupakan
elemen dari «.

2) Sebaliknya, jika x ada dalam a, maka terdapat bilangan rasional y
dalam a sehinggay > x. Maka,x =y + (x —y),di manax —y <
0 dan ini menunjukkan bahwa x ada dalam a + 0.
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c. Negatif Bilangan Riil

Jika a adalah bilangan riil, maka bilangan negatif dari a didefinisikan
sebagai himpunan:

—a =
{x € Q; —x tidak ada dalam a, tetapi — x bukan elemen terkecil dari Q — a}

Teorema:
Jika a adalah bilangan riil, maka —a juga merupakan bilangan riil.

Pembuktian:

1) Misalkan x ada dalam —a dan y < x. Karena —x tidak ada dalam
a, maka —y juga tidak ada dalam a.

2) Juga jelas bahwa —y bukan elemen terkecil dari Q — a, karena
—x adalah elemen yang lebih kecil.

3) Denganasumsia # 0,adabilangan x dalam a, sehingga —x tidak
mungkin ada dalam —a, yang menyimpulkan bahwa —a # 0.

d. OperasiPerkalian

Operasi perkalian bilangan riil juga diatur oleh sifat-sifat aljabar.
Misalkan a dan b adalah bilangan riil, maka perkalian a X b adalah
bilangan riil yang dihasilkan dari mengalikan a dan b.

Teorema:
Jika a dan b adalah bilangan riil, maka hasil perkalian a X b juga
merupakan bilangan riil.

Bukti:
1) Mengikuti definisi dasar perkalian, jika a dan b adalah bilangan
riil, maka hasilnya juga akan menjadi bilangan riil.

2) Misalnya, 3 X 4 = 12, di mana 12 adalah bilangan riil.
e. Operasi Pembagian

Pembagian juga merupakan operasi penting dalam sistem bilangan
riil, dengan catatan bahwa pembagian dengan nol tidak terdefinisi.

Teorema:
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Jika a dan b adalah bilangan riil dan b # 0, maka % adalah bilangan

riil.

Pembuktian:

1) Untuk a = 6dan b = 2, kita memiliki g = 3, yang merupakan
bilangan riil.

2) Pembagian dengan nol tidak diperbolehkan, sehingga %tidak
terdefinisi dalam sistem bilangan riil.

4. Subset Bilangan Riil

Dalam sistem bilangan riil, terdapat beberapa subset yang penting
untuk dipahami:

a. Bilangan Asli: Bilangan yang terdiri dari 1,2,3,4,.., yang
merupakan bilangan positif tanpa nol atau bilangan negatif.

b. Bilangan Bulat: Ini mencakup bilangan nol dan bilangan bulat
negatif, misalnya 0,-1,-2,-3,....

c. Bilangan Rasional: Bilangan yang dapat dinyatakan dalam bentuk

pecahan %, di mana m dan n adalah bilangan bulat dan n # 0.
Contoh bilangan rasional termasuk % - g, dan % .

Bilangan rasional memiliki ekspansi desimal yang dapat
berakhir (misalnya 0,75) atau berulang (misalnya 2,090909...).
Sebaliknya, bilangan riil yang tidak dapat dinyatakan sebagai pecahan
dikenal sebagai bilangan irasional. Contoh bilangan irasional adalah

7,v/2, dan logi03.

B. Notasi Himpunan dan Operasinya

Sebuah himpunan adalah kumpulan objek, dan elemen-elemen dari
himpunan tersebut dapat dinyatakan dalam kurung kurawal. Dalam
konteks bilangan riil, notasi ini sangat penting karena memungkinkan
kita untuk menggambarkan berbagai subset dari bilangan riil dengan
cara yang jelas dan sistematis.
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Jika S adalah sebuah himpunan, notasi a € S berarti bahwa a
adalah elemen dari himpunan S, sedangkan notasi a & S berarti bahwa
a bukan elemen dari himpunan tersebut. Misalnya, jika Z
merepresentasikan himpunan bilangan bulat, maka 2 € Z tetapi 1.5 €
Z.

1. Operasi Himpunan

Ada beberapa operasi dasar yang dapat dilakukan pada himpunan,
yaitu:

a. Gabungan (Union): Jika S dan T adalah dua himpunan, maka
gabungan/unifikasi S U T adalah himpunan yang terdiri dari
semua elemen yang ada di S, di 7, atau di kedua himpunan
tersebut. Contohnya, jika S = {1,2,3} dan T ={3,4,5}, maka S U
T={1,2,3,4,5}.

b. Irisan (Intersection): Irisan dari dua himpunan S dan T,
dilambangkan sebagai S N T, adalah himpunan yang terdiri
dari elemen-elemen yang terdapat di kedua himpunan.
Misalnya, dari contoh sebelumnya, S N T = {3}.

c. Selisih (Difference): Selisih antara himpunan S dan T,
dilambangkan sebagai S - T, adalah himpunan yang berisi
elemen-elemen yang ada di S tetapi tidak ada di T. Dengan
contoh yang sama, S - T ={1,2}.

d. Himpunan Kosong (Empty Set): Himpunan kosong, yang
dilambangkan dengan @, adalah himpunan yang tidak
memiliki elemen sama sekali. Contohnya, irisan antara
himpunan bilangan genap dan bilangan ganjil adalah
himpunan kosong.

e. Notasi Himpunan Berbasis Aturan (Set-Builder Notation):
Himpunan juga dapat dinyatakan menggunakan notasi
berbasis aturan, yang mendefinisikan elemen-elemen
himpunan dengan aturan tertentu. Misalnya, himpunan
bilangan bulat positif kurang dari 7 dapat dinyatakan sebagai
A = {x|x adalah bilangan bulat dan 0 < x < 7}.
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2. Contoh Penerapan Notasi Himpunan

Misalkan kita memiliki himpunan A yang terdiri dari bilangan bulat
positif kurang dari 5:
A={1234}

Himpunan B adalah himpunan bilangan genap kurang dari 8:
B={2,4,6}
Dari kedua himpunan ini, kita dapat menentukan:
e Gabungan AU B={1,2,3,4,6}
e IrisanANB={2,4}
e SelisihA-B={1,3}

C. Interval dalam Sistem Bilangan Riil

Sistem bilangan riil terdiri dari berbagai himpunan yang membentuk
interval, yaitu kumpulan angka yang terletak di antara dua angka
tertentu. Sebuah himpunan di sepanjang garis riil disebut sebagai
interval jika himpunan tersebut memuat minimal dua angka dan
semua bilangan riil yang terletak di antara dua elemen tersebut.
Sebagai contoh, himpunan semua bilangan riil x yang memenuhi x <
6 merupakan sebuah interval, sama halnya dengan himpunan xxx
yang memenuhi -2 < x < 5. Di sisi lain, himpunan semua bilangan riil
non-nol bukanlah sebuah interval, karena tidak mencakup angka 0
dan gagal untuk menyertakan semua bilangan riil di antara -1 dan 1.

Secara geometris, interval-interval ini dapat divisualisasikan sebagai
segmen garis dan sinar pada garis bilangan riil. Interval yang
bersesuaian dengan segmen garis adalah interval terbatas (finite
intervals), sedangkan interval yang bersesuaian dengan sinar atau
seluruh garis bilangan adalah interval tak terbatas (infinite intervals).

1. Jenis-jenis Interval

Interval terbagi menjadi beberapa jenis berdasarkan apakah
termasuk atau tidaknya titik batas (endpoints). Berikut adalah
klasifikasi interval:
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g.

Interval Terbuka (a, b): Termasuk semua bilangan x di antara a
dan b, tetapi tidak termasuk a dan b.

Interval Tertutup [a, b]: Termasuk semua bilangan x di antara a
dan b, serta juga termasuk a dan b.

Interval Setengah Terbuka [ab): Termasuk a tetapi tidak
termasuk b.

Interval Setengah Terbuka (a,b]: Termasuk b tetapi tidak
termasuk a.

Interval Tak Terbatas (a, o0): Semua bilangan yang lebih besar
dari a.

Interval Tak Terbatas (-oo, b): Semua bilangan yang lebih kecil
dari b.

Seluruh Garis Bilangan: Interval (-oo, o0) yang mencakup semua
bilangan riil.

Tabel berikut merangkum berbagai jenis interval:

Tabel 2. 1 Jenis Interval

Notasi D.e skripsi Notasi
himpunan
(a,b) {xla < x < b} Interval Terbuka
[a,b] {xla < x < b} Interval Tertutup
Interval Setengah
[a,b) {xla < x < b} Terbuka
Interval Setengah
<
(a,b] {xla <x<b} Terbuka
(=o0,b) {xlx < b} Interval Terbuka
(a,0) {xlx > a} Interval Terbuka
R (Himpunan semua
(—00,00) bilangan riil tanpa Himpunan Semesta
batas)

Untuk memahami lebih lanjut mengenai interval, berikut adalah

gambar jenis interval terbuka dan interval tertutup:
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[+
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v

(A) a b

Y

(B) a b

Gambar 2. 1 Jenis interval (A) interval terbuka dan (B) interval tertutup

(Sumber: Stewart, 2016)

2. Menyelesaikan Pertidaksamaan

Proses untuk menemukan interval atau beberapa interval yang
memenuhi suatu ketidaksetaraan disebut sebagai menyelesaikan
pertidaksamaan.

Saat menyelesaikan pertidaksamaan, ada beberapa aturan yang harus
diperhatikan, yaitu:

a.

C.

d.

Jikaa < b,makaa+c<b+c.

Ini berarti kita bisa menambahkan angka yang sama pada
kedua sisi pertidaksamaan tanpa mengubah arah
pertidaksamaannya.

Jikaa <bdanc <d,makaa+c <b+d.

Dua pertidaksamaan dapat dijumlahkan, sehingga jika kita
memiliki dua pertidaksamaan yang benar, kita dapat
menjumlahkan kedua sisi masing-masing pertidaksamaan.

Jikaa < b dan ¢ > 0, maka ac < bc.
Ketika kita mengalikan kedua sisi pertidaksamaan dengan
bilangan positif, arah pertidaksamaan tetap sama.

Jika a < b dan ¢ < 0, maka ac > bc.

Namun, jika kita mengalikan kedua sisi pertidaksamaan
dengan bilangan negatif, arah pertidaksamaan harus dibalik.
Sebagai contoh, jika kita punya pertidaksamaan 3 < 5, dan
kita mengalikannya dengan —2, hasilnya menjadi —6 > —10.
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e. ]ika0<a<b,makai>%.

Ketika kita mengambil kebalikan dari dua bilangan positif,
arah pertidaksamaan juga dibalik. Misalnya, jika 2 <

1.1
3, maka=-> =.
27 3

Aturan-aturan ini sangat berguna saat menyelesaikan
pertidaksamaan, terutama ketika kita melakukan operasi dasar
seperti penjumlahan, pengurangan, dan perkalian. Namun, perlu
diingat bahwa jika kita mengalikan kedua sisi pertidaksamaan dengan
bilangan negatif, karena hal itu akan mengubah arah pertidaksamaan.
Misalnya, jika sebelumnya a < b, setelah dikalikan dengan bilangan
negatif, pertidaksamaannya berubah menjadi a > b.

Contoh 1:
Selesaikan pertidaksamaan berikut: 2x — 2 < x + 2
Penyelesaian:
Tambahkan 2 ke kedua sisi:
2x<x+4
Kurangi x dari kedua sisi:
x <4

Dengan demikian, himpunan penyelesaian dari pertidaksamaan ini
adalah interval terbuka (-oo, 4) dan dapat digambarkan sebagai
berikut:

A
v
=

Contoh 2:
Selesaikan pertidaksamaan 3 — 4x < 2x + 5.
Penyelesaian:

Pertama, kita kurangi 5 dari setiap sisi pertidaksamaan
(menggunakan Aturan 1 dengan c=-5):
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3—5—-4x < 2x

yang menghasilkan:
—2—4x <2x

Kemudian, kita tambahkan 4x ke kedua sisi (menggunakan Aturan 1
dengan ¢ = 4x):

—2 < 6x

Sekarang kita bagi kedua sisi dengan 6 (menggunakan Aturan 4, di
mana ¢ = %dan arah pertidaksamaan tetap sama karena 6 adalah

bilangan positif):
2 6x 1
- g < ? = —§ <X
Kita dapat menulis ulang pertidaksamaan ini menjadi:
1
x > —§

Dengan demikian, himpunan penyelesaian terdiri dari semua angka
yang lebih besar dari —%. Dengan kata lain, penyelesaian dari
pertidaksamaan ini adalah interval (—%, o). Berikut adalah gambar
dari himpunan penyelesaiannya:

Contoh 3:
Selesaikan pertidaksamaan berikut: 5 < 4x — 3 < 17.

Penyelesaian:

Di sini, himpunan penyelesaiannya terdiri dari semua nilai x yang
memenuhi kedua pertidaksamaan.

Menggunakan aturan yang diberikan, kita lihat bahwa
pertidaksamaan berikut setara:
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5<4x-3<17
8 < 4x < 20 (ditambah 3)
2 < x < 5 (dibagi dengan 4)

Oleh karena itu, himpunan penyelesaiannya adalah [2,5) dan berikut
adalah gambarnya:

Contoh 4:
Selesaikan pertidaksamaan berikut: x3 — 2x? — 8x < 0.

Penyelesaian:
Langkah pertama adalah memindahkan semua suku ke satu sisi dari
tanda pertidaksamaan dan memfaktorkan ekspresi yang dihasilkan:

x3—2x?—-8x<0ataux (x> —2x—8) <0

Selanjutnya, kita faktorkan x2 —2x —8 menjadi (x —4)(x + 2).
Sehingga kita memiliki:

x(x—4)(x+2)<0.

Sekarang, kita cari nilai xxx yang membuat ekspresi ini sama dengan
nol:

x(x—4)(x+2)=0.

Solusinya adalah x = 0,x = 4, dan x = —2. Nilai-nilai ini membagi
garis bilangan menjadi empat interval:

* (-%,-2)

o (=200

e (04)

* (4+x)

Sekarang, kita akan menentukan tanda dari hasil kali x(x — 4)(x + 2)
di setiap interval. Kita buat tabel berikut:
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Interval Tanda x Tanda x — 4 | Tanda x + 2| Tanda
Hasil kali
x <=2 - - - -
—2<x<0]- - + +
O<x<4 |+ - + -
x >4 + + + +

Dari tabel di atas, kita lihat bahwa hasil kali x(x — 4)(x + 2) negatif
(kurang dari nol) di interval:

e (-2,0)

« (04)

Jadi, himpunan penyelesaian pertidaksamaan ini adalah:

x| -2<x<0ataul <x <4} =(-2,0) U (0,4).

» X
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BAB 3
FUNGSI, GRAFIK FUNGSI, OPERASI
PADA FUNGSI

A. Pendahuluan

Fungsi sangat erat kaitannya dengan berbagai kegiatan yang
dilakukan sehari-hari. Pada keseharian acap kali melihat dua besaran
yang saling bergantungan. Misalkan Harga jenis barang yang
bergantung pada stok jumlah barang yang dihasilkan, posisi benda
terhadap waktu, prediksi jumlah penduduk di suatu tempat untuk
beberapa tahun ke depan, perubahan suhu ruangan yang terjadi
dalam satu hari, dan sebagainya.

B. Definisi Fungsi

Andaikan setiap unsur dalam suatu himpunan D ditentukan lewat
beberapa cara pada satu elemen tunggal dari himpunan K. Hal ini
dinyatakan sebagai suatu fungsi sebagai berikut:

f:D =K

dibaca “f adalah fungsi dari D ke K”. Himpunan D disebut domain
(ranah) dari fungsi f, dinotasikan D¢ dan K disebut co-domain
(koranah) dari f. Jika @ € D maka elemen dalam K yang ditentukan
untuk a disebut peta (image) dari «, yakni:

f(a)

yang berarti “f dari @”. Dengan demikian ada 2 syarat utama untuk
menyatakan fungsi, yaitu:
1) Harus ada dua himpunan
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2) Aturannya, dimana semua anggota domain tepat satu
dipasangkan dengan anggota co-domain.

Contoh 1: Misalkan fmenetapkan untuk setiap bilangan riel R, f{x) = x%
Domain dan kodomain dari fadalah bilangan-bilangan riel
R, sehingga dapat ditulis

f:R* > R*

image dari -2 adalah 16 ; ditulis f{-2) = 16 atau f:-2 — 16.
Contoh 2: Misalkan f menetapkan nama ibukota tiap-tiap provinsi di
Indonesia. Disini domain fadalah himpunan dari provinsi-
provinsi di Indonesia; dan kodomain f adalah daftar
ibukota-ibukota di Indonesia. Image dari Provinsi Papua
adalah Jayapura, yaitu, f(Papua) = Jayapura.
Contoh 3: Misalkan D ={r, s, t, u} dan K={1, 2, 3, 4}. Definisikan sebuah
fungsi f dari D ke dalam K sebagai berikut f(r) = 1, f(s) = 3,
f(t) = 2 dan f(u) = 3. Berdasarkan definisi ini maka image
u adalah 3.
Contoh 4: Jika f{x) = 2 - x, tentukanlah
a f(-10)
b. f(-3)
Jawab:

a. f(—10)=2-(-10) = 12
b. f3)=2-(3)=-1

1. Range (Daerah Hasil/Jangkauan)

Jika f adalah image dari D ke dalam K, yaitu misalkan f: D—K. Setiap
elemen dalam K tidak perlu muncul sebagai image dari elemen D.
Didefinisikan range dari elemen-elemen K yang tepat muncul sebagai
image dari sekurang-kurangnya satu elemen dari D, dinotasikan Rf.
Dapat diyatakan range dari f: D = K dengan { f(D) }

Contoh 1 : Tentukan domain dan range fungsi berikut ini:

a f(x)=10x+15
b. g(x)=x2-5
¢ gx)=2+Vx+1
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d ()=
Jawab:

a. Dp={x€R}Ry ={yly €R}
b. Dy ={x €R},R; ={yly = -5,y €R}
c. Domain

Syarat g(x) terdefinisi: x +1 >0
x=-1
Dy ={x|x = —1,x € R}
Range : R, = {yly = 2,y € R}
d. Syarat f{x) terdefinisi: x = 0
Dy ={x|x # 0,x € R}
Ry={yly#0,y€R}

C. Grafik Fungsi

Grafik fungsi merupakan representasi visual dari suatu fungsi pada
bidang kartesius, dimana setiap titik (x, y) mewakili pasangan terurut

& ().

1. FungsiLinear dan grafiknya

Bentuk umum fungsi linier : f{x)=mx + n, dengan m,n konstan dan m#
0. Bentuk grafiknya berupa garis lurus. Mengsketsa grafik fungsi linier

dapat dengan membuat tabel atau menentukan titik potong sumbu x
dan sumbu y.

Contoh : Sketsalah grafiky = —3x + 2

Penyelesaian:

Cara 1. Menyusun dalam tabel: y = —3x + 2
x -3 0 1
y 8 2 -1
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Kemudian dihubungkan setiap titik-titik koordinat.
Cara 2. Titik potong sumbu x, dan titik potong sumbu y

X 3 0
2
y 0 2
\
.
\'.‘\
\3
|
27
'\_‘\_‘
L
-3 -2 -1 0 '1::.\ 2 3
\
) Y
\
-1 k|
L Y
A
\'-."-.

Gambar 3. 1 Grafik Fungsi Linier
(Sumber: Geogebra)

2. Fungsi Kuadrat dan Grafiknya

Bentuk umum :
f(x) =ax"2 + gqx + r,untuka,q,r €R, a+ 0.

Grafiknya berbentuk parabola. Untuk a > 0 (parabola terbuka ke atas),
dan untuk a < 0 (parabola terbuka ke bawah).
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Bentuk grafik berdasarkan nilai a dan D:

Kalkulus 1

a<0,D=0

a<0,D< O

Q

a>0,D>0

a>0,D<0

N

Definit positif

Gambar 3. 2 Grafik dengan bentuk parabola

Puncak dari parabola (P) dapat dijabarkan sebagai berikut:

y=ax + qx
=a(x+ x)

=a{x2 gx+
a
2

=a(x )

e GY) -

+ r

2 2
q
Za) } 4a *r
q? — 4ar
4a
q* — 4ar
—4a

=a(x — xa)z + Ya

sehingga P (— %a)

Urutan mensketsa grafik fungsi kuadrat

y =ax®*+ qx +r
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1) Pembuat nol fungsi, yakniy =
Pembuat nol fungsi dari persamaan y = ax?+ gqx + r
adalah ax?+ gx + r=0 . Didapatkan nilai x yang
memenuhi ax?+ bx + ¢=0 . Untuk menentukan titik
potong dengan sumbu y, yaitu dengan mensubstitusikan nilai
x ke dalam persamaan awal.
-q

2) Tentukan sumbu simetri x = Py
3) Tentukan titik puncak P (x,y) dengan x = ;—Z dan y = _%a
4) Mensketsa grafiknya

3. Fungsi Rasional dan Grafiknya

BE i dimana A(x)
dan B(x) adalah suku banyak dalam x dengan B(x) # 0.
2
Andaikan, f(x)——f( )— 4x+3d nf(x) = %
Alx )
Apabila f(x) = B

disebut pembuat nol dari fungsi f (x).

Fungsi rasional dirumuskan dalam bentuk f(x) =

fG)=0

Ada berbagai jenis grafik fungsi rasional dimana grafik tersebut
bergantung pada persamaan fungsinya. Berikut langkah- langkahnya:

a. Tentukan titik potong sumbu x dan sumbu y
b. Tentukan jenis asimptot :
e Asimptot tegak, jika penyebut bernilai nol
e Asimptot datar, jika x = ~
e Asimptot miring, hanya untuk jenis fungsi rasional yang
pembilangnya mempunyai derajat lebih tinggi satu
daripada penyebutnya
C. Membuat tabel yang menunjukkan dimana fungsi bernilai
positif dan bernilai negatif
d. Tentukan nilai ekstrim fungsi (jika ada)
e. Tentukan titik-titik bantu (bila diperlukan)
f. Mensketsa grafiknya

Contoh 1:
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x2+45x+4

Sketsalah grafik f(x) =

Penyelesaian:

Langkah-langkah penyelesaian:

Kalkulus 1

1) Menentukan titik potong kedua sumbu yakni (0,0)

2) Asimptot:
e tegak, diperoleh bilax? + 5x + 4 =0
x+4Hx+1) =0
X = —4ataux = —1
Asimptot tegak, x=-4danx=-1

23
3x x()

e datar,f(x)=y=

> = = =
xX*+5x+4 x2(1,x.x2)

Asimptot datar,y = 0
3) Menentukan tanda f (x) pada selang

_ + -+

v

0 0—=0
—4 -1 0
4) Nilai ekstrim

Andaikan f(x) mempunyai nilai ekstrim r , sehingga r =

3x
x2+5x +4
Sr=rx>4+5rx+4r —3x =0
erx?2 + (5r —3)x + 4r =0

Agar terdapat akar penyelesaian, maka D = 0 sehingga:
(57 =32 —4r(4r) >0 < 25r>—-30r + 9—161r2>0

Maka diperolehr = y S% ataur =y = 3

Ini berarti nilai ekstrim minimum y = 3 dan nilai ekstrim

. 1
maksimumy = 3
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Dalam menentukan titik maksimum dan minimum, subtitusi nilai
ekstrim maksimum dan minimum ke dalam f(x), diperoleh titik

ekstrim minimum (—2,3) dan titik ekstrim maksimum (2, é).
5) Titik-titik bantu
x| =6 | =5 | -3 1 1 11123

y 41 3] 1] 1 3 313109
—1-|-3=|4=| 3= | 32 | 3= |—

5 4| 72| 73 5 5 10| 3|28
6) Sketsa grafik
\\/ A
(-2, 3)

X=F

Gambar 3. 3 Sketsa grafik untuk contoh 1
(Sumber: Geogebra)

D. Operasi pada Fungsi
1. Definisi Fungsi Penjumlahan

Jika p(x) dan q(x) merupakan suatu fungsi, maka penjumlahan fungsi
(p + q)(x) didefiniskan sebagai :

P+ =pk) + qx)

Contoh:
Misalkan p(x) = 2x 4+ 3danq(x) = x2-1
Maka P+x) = 2x+3)+ x2—-1) = x2 +2x + 2
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2. Definisi Fungsi Pengurangan

Operasi pada Fungsi Pengurangan merupakan kebalikan dari operasi
penjumlahan fungsi, yang melibatkan pengurangan dua fungsi. Jika (x)
dan (x) adalah dua fungsi, maka pengurangan dari fungsi- fungsi
tersebut didefinisikan sebagai:

- =px) - q&)
Contoh:
Misalkan p(x) = 2x — 3danq(x) = x + 10.
Maka,

P—kx) =pk) —qx)
= (2x + 3)— (x+10)
=x -7

3. Fungsi Perkalian

Jika p(@) dan q(®) merupakan suatu fungsi, maka perkalian dari
fungsi-fungsi tersebut didefinisikan sebagai:

@ ) = p(x).q(x)
Contoh:

Jikap(x) = 2x + 3dan q(x) = x — 4.Maka
@ ) = f(x).gx)

2x +3)(x -4

= 2x% — 5x- 12

4. Definisi Fungsi Pembagian

Jika p(x) dan gq(x) merupakan suatu fungsi, maka pembagian dari
kedua fungsi tersebut didefinisikan sebagai:

(8) = o) = B2 dengan q(x) # 0

q(x)
Contoh:
Denganp(x) = x +3danq(x) =x?—-3x+1
Maka Z(x)= 2x+3
q x“—=3x+1
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5. Komposisi Fungsi

Komposisi fungsi adalah operasi di mana satu fungsi diterapkan
setelah fungsi lainnya.

Jika g: A— Bdan f : B— C merupakan dua fungsi maka komposisi
keduanya ((x)) dinyatakan dalam bentuk (fog)(x) adalah fungsi dari
ranah A ke kodomain C.

Apabila f dan g adalah merupakan fungsi, maka komposisi f dengan
g, yang ditulis sebagai (fog)(x), didefinisikan sebagai:

A g B f C
S e o O s
V

feg

Gambar 3.4 Fungsi (fog)(x) = f(g(x))

Analog: (gof)(x) = g(f(x))

Contoh:

Jika (x) = 2x + 4 dan (x) = x + 4. Tentukanlah apakah
(f o g)(x) = (g 0 f)(x).

Penyelesaian:

(fog)(x) = ((x))=f(x +5)
=2(x+4)+4
=2x+8+4
=2x+12

(gof)(x) =g ((x)) = (2x + 4)
=(2x+4)+4
= Zx +4+4
=2x+8

Sehingga (fog) # (gof)
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BAB 4
LIMIT FUNGSI

A. Pendahuluan Limit

Dalam dunia matematika, khususnya dalam cabang kalkulus, konsep
"limit" memegang peranan yang sangat penting. Limit fungsi
merupakan dasar dari banyak konsep lain seperti turunan dan
integral, yang pada gilirannya menjadi fondasi bagi berbagai aplikasi
dalam ilmu pengetahuan, teknik, ekonomi, dan bidang-bidang lainnya.
Memahami limit fungsi tidak hanya membantu kita dalam
menganalisis perilaku fungsi pada titik-titik tertentu, tetapi juga
memungkinkan kita untuk memahami perubahan dan dinamika yang
terjadi dalam berbagai sistem. Secara intuitif, limit menggambarkan
perilaku suatu fungsi saat variabel independennya mendekati suatu
nilai tertentu. Dengan kata lain, limit membantu kita menjawab
pertanyaan seperti "Apa yang terjadi pada nilai fungsi ketika kita
mendekati titik tertentu?" atau "Bagaimana perilaku fungsi ketika
variabelnya menuju tak hingga?". Konsep ini sangat berguna ketika
kita menghadapi situasi di mana fungsi tidak terdefinisi secara
eksplisit pada titik tersebut atau ketika kita ingin memahami tren
umum tanpa harus menghitung nilai pasti.

Penggunaan limit tidak terbatas pada teori semata. Dalam dunia
nyata, konsep ini diterapkan dalam berbagai situasi seperti
menghitung Kkecepatan instan sebuah objek, menentukan laju
perubahan dalam proses kimia, atau menganalisis perilaku pasar
finansial. Dengan memahami dan menguasai konsep limit, kita dapat
membangun alat analisis yang kuat untuk memecahkan masalah-
masalah kompleks dan membuat prediksi yang lebih akurat tentang
fenomena yang kita amati. Dalam materi ini, kita akan menjelajahi
konsep dasar dari limit fungsi, termasuk definisi formalnya, sifat-sifat
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penting, dan metode-metode untuk menghitung limit. Kita juga akan
melihat berbagai contoh dan aplikasi yang akan memperkuat
pemahaman kita tentang bagaimana dan mengapa limit digunakan
dalam matematika dan bidang-bidang terkait lainnya. Dengan
pendekatan yang sistematis dan ilustratif, diharapkan pembaca dapat
membangun fondasi yang kokoh untuk melanjutkan ke topik-topik
kalkulus yang lebih lanjut.

x3-1

Pandang fungsi yang ditentukan oleh rumus f(x) = -

Perhatikan bahwa fungsi tersebut tidak terdefinisikan pada x =1,
karena dititik ini f(x) berbentuk %, yang tanpa arti. Tetapi kita masih

dapat menanyakan apa yang terjadi pada f(x) bilamana x mendekati
1. Secara lebih tepat, apakah f(x) mendekati beberapa bilangan
tertentu bilamana x mendekati?Untuk sampai pada pertanyaan ini,
kita telah melakukan tiga hal. Kita telah menghitung beberapa nilai
f (x) untuk xmendekat 1, kita telah menunjukkan nilai-nilai ini dalam
sebuah diagram skematis, dan kita telah mensketsakan grafik = f(x).

Semua informasi yang telah kita rakit kelihatannya menunjuk ke
kesimpulan sama: f(x) mendekati 3 bilamana x mendekati 1. Dalam
lambang matematis, kita tuliskan:

x3—-1
lim =3
x-1x—1

3_
Ini dibaca “limit dari%lluntuk x mendekati 1 adalah 3”.

Dengan menjadi seorang ahli aljabar yang baik (jadi mengetahui
bagaimana menguraikan selisih pangkat tiga), kita menyediakan
fakta-fakta yang lebih banyak dan lebih baik.

x3-1 x—1D (x*+x+1
lim =lim( ) ( )=lim(x2+x+1)
x-1x—1 x -1 (x—1) x -1
=12+1+1=3

x-1
(x-1)

Perhatikan bahwa = 1 selama x # 1.Ini membenarkan langkah

yang kedua.
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Tabel 4. 1 Daftar nilai

x =21
—1
1,25 3,813

1,1 3,310
1,01 3,030
1,001 3,003

l l
1,000 ?

7 1
0,999 2,997
0,00 2,970
0,9 2,710
0,75 2,313

1. Definisi

Untuk mengatakan bahwa limf(x) = L berarti bahwa bilamana x
X—C

dekat tetapi berlainan dari ¢, maka f{x) dekat ke L. Perlu diperhatikan

bahwa kita tidak mensyaratkan sesuatu agar benar di c¢. Fungsi f
x3-1

bahkan tidak perlu terdefinisi di ¢, juga tidak dalam contohf (x) = poe
yang baru saja ditinjau. Pemikiran tentang limit dihubungkan dengan
perilaku suatu fungsi dekat ¢, bukannya di c¢. Beberapa contoh lebih

lanjut akan membantu memperjelas pemikiran tersebut.

2. Contoh soal
1) Carilah lim,_5(4x — 5)
Penyelesaian:
Bilamana x dekat 3, maka (4x — 5) dekat terhadap 4.3 —
5 = 7. Kita tulis:
lim,_;(4x —5) =7

x%—x—6

2) Carilah lim
x—-3 x-3
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Penyelesaian:
Cox2—x—-6 . (x-3)(x+2)
lim —————= —_—
x-3 x—3 x -3 (x—=3)

=lim(x+2) =3+2=5
x—3

x—1

3) Carilah lim
x-1vVx—1

Penyelesaian:
ox—1 (Vx-1)Wx+1)
lim = lim
x—>1\/_ -1 x-1 \/E -1
= 9161_12(\/5 + 1)

=V1+1=2

B. Limit-limit Sepihak

Bilamana suatu fungsi mempunyai lompatan (seperti halnya [x] pada
setiap bilangan bulat), maka limit tidak ada pada setiap titik lompatan.
Untuk fungsi-fungsi yang demikian, adalah wajar untuk
memperkenalkan limit-limit sepihak. Andaikan lambang x—0+
berarti bahwa x mendekati ¢ dari kanan, dan andaikan x—0- berarti
bahwa x mendekati ¢ dari kiri.

1. Definisi
(Limit kiri dan limit kanan). Untuk mengatakan bahwa lim_f(x) =L
X—C

[(f(x)=L) berarti bahwa bilamana x dekat tetapi pada sebelah kanan
¢, maka f{x) adalah dekat L. serupa untuk mengatakan bahwa
lim f(x)= L berarti bilamana x dekat tetapi pada sebelah kiri ¢, maka
X—C

f(x) adalahdekat ke L.

2. TeoremaA

lim f(x) limf (x) =L jika dan hanya jika jika dan hanya jika
:IZer_ f(x) =xzcdan xll)rglJr fx) =1L
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Gambar berikut akan memberikan pemahaman yang lebih jelas:

flel tidak ada

n flal=3 2 .H,"."}. flal = 2,5

Gambar 4.1 Teorema A

C. Teorema Limit

Kebanyakan pembaca akan setuju bahwa membuktikan adanya limit
dengan memakai definisi €-6 dari subbab di depan, di samping
memakan waktu juga sukar. Itulah sebabnya mengapa teorema-
teorema dalam pasal ini disambut dengan baik. Teorema kita yang
pertama sangat penting. Dengan teorema ini kita dapat menangani
hampir semua masalah limit yang akan kita hadapi nanti.
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Teorema A{Teorema Limit Utama)

Andaikan n adalah bilangan bulat positif, k adalah konstanta, dan f daan g
adalah fungsi-fungsi yang memiliki limit di c. maka

1.limk = k;

2. T:l;r;x =

3. 11?5 kfG) = klim f(2);

4.]1m[f{x) + g{x)] = ]1m f(x)+ ]1m o(x);

5. thf{x) o(x)] = Llln_f{x) — llm_ o(x);

6.lim(f (). ()] = lim f (). lim g(x)
fo_tmre

T.Lﬁ?@ = ]1m oK sasalkan 1»11? g(x) = 0;

8. lim[f(x)]" = y [llm FGO";

e
9. lim \;f{xj “Iim f(x), asalkan ]1m f(x) = 0jikan genap.

X yx—

1. Penerapan Teorema Limit Utama

Dalam contoh-contoh berikut, nomor-nomor yang dilingkari mengacu
terhadap pernyataan-pernyataan bernomor dari daftar yang
diberikan sebelumnya.Setiap kesamaan dibenarkan oleh pernyataan

yang ditunjukkan.
1) Carilah lin; 2x*
Penyelesaian:

lim 2x* = 2 hmx = 2 [lim x]*
x-3 -3 x—3

=2[3]* = 162m
2) Carilah lini(sz —2x)
X—>

Penyelesaian:
lim(3x% — 2x) = lim 3x% — lim 2x = 3limx? — 2 lim x
xX—4 x—4 x—4 x—4 x4

=3 (lirr‘{x)2 —2limx
xX— X

=3(4)* — 2(4) = 40
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X2+ 9

3) Carilah lim

x—4 X
Penyelesaian:
VX2 +9 lirg Vx2 +9
lim = X

X—4 X lim x
X4

’lim(x2 +9)
X—4

el

4
2. Teorema B (Teorema Substitusi)

Jikaf suatu fungsi polinom atau fungsi rasional, maka:
lim f(x) = f(c)
X—>C

Asalkan dalam kasus fungsi rasional nilai penyebut di c tidak nol.
Contoh:

. . 7x5-10x*-13x+6
Carilah lim—————
xX—-2

3x2-6x-8
Penyelesaian:
- 7x% —10x* —13x + 6 _ 7(2)> —10(2)* -13(2) + 6 _ 1
x=2  3x2—6x—8 3(2)2-6(2) -8 2

D. Limit melibatkan Fungsi Trigonometri

Teorema B dari sub bab sebelumnya menyatakan fungsi polinomial
selalu dapat dicari dengan substitusi, dan limit dari fungsi rasional
dapat dicari dengan substitusi selama penyebutnya tidak nol pada
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titik limit. Aturan substitusi ini digunakan pada fungsi trigonometri
dengan baik. Hasilnya dinyatakan berikut ini:

Teorema A (Limit fungsi trigonometri)

Untuk setiap bilangan real c dalam daerah asal fungsi

1. limsint =sinc 4.limcott = cotc
t—c t—c

2. limcost =cosc 5.limsect = secc
t—-c t—-c

3. limtant =tanc 6.lim cosect = cosecc
t—>c t-c

Teorema B (Limit trigonometri khusus)

sint _

1. lim =1
t-0 ¢

2. limi=2f =
t—=0 t

E. Limit-limit pada Tak Berhingga, Limit-limit Tak
Hingga
1. Definisi (Limit x — o)

Misalkan f didefinisikan pada [c, ) untuk beberapa bilangan c. Kita
mengatakan bahwa f(x) =L jika untuk setiap &€ >0 terdapat
bilangan yang berkaitan M sedemikian sehingga x > M = |f(x) —
L] <e.

Anda akan melihat bahwa M dapat bergantung pada €. Secara umum,
semakin kecil € maka semakin besar M yang harus ada.

Contoh soal:

Buktikan bahwa lim —— = 0

X—00 1+x2
Penyelesaian:
X 1
. .3z . o
lim = lim X5 = lim 5=
x—oo 1+x xX—00 1"’_;‘ xX—00 x_2+1
X
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lim 1

x—00 X — 0 =0
limiz+ lim1 9+1
x—00 X X—c0

2. Definisi (Limit Tak Berhingga)

Kita mengatakan bahwa ,}Lr?+ f(x) = oo jika untuk setiap bilangan

positif M terdapat sebuah § > 0 sedemikian rupa sehingga:
0<x—c<d=>f(x)>M

F. Kekontinuan Fungsi

1. Definisi (Kekontinuan di suatu titik)

Kita mengatakan bahwa fkontinu di c jika beberapa selang terbuka di
dekat c terkandung dalam daerah asal fdan

lim f(x) = f(c)
X—C
Dengan definisi ini kita bermaksud mensyaratkan tiga hal:
a. limf(x) ada
X—C
b. f(c) ada (yakni ¢ berada dalam daerah asal)
lim £(x) = f(c)
Jika salah satu dari ketiga syarat ini tak terpenuhi, maka ftak kontinu
(diskontinu) di c. Tetapi kontinu di titik-titik lain dari daerah asalnya.
Contoh soal:
2_
Andaikan f(x) = );—_24,35 # 2. Bagaimana seharusnya f didefinisikan
di x = 2 agar kontinu di titik tersebut?

Penyelesaian:
Cox?=4 (x=2)(x+2)
lim = lim =lim(x+2) =4
x-2 X — 2 x—2 X —2 x—2

Karena itu, kita definisikan f(2) = 4.
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2.

Kekontinuan Fungsi yang Banyak Dikenal

Sebagian besar fungsi yang akan kita jumpai dalam buku ini adalah
kontinu di mana-mana atau di setiap titik terkecuali di beberapa titik.

a.

46

Teorema A (Kekontinuan Fungsi Polinomial dan Rasional)
Fungsi polinom kontinu di setiap bilangan real c. Fungsi rasional
kontinu di setiap bilangan real ¢ dalam daerah asalnya, yakni
kecuali di mana penyebutnya adalah nol.

Ingat kembali fungsi:

£ = Il = {

Jadi menurut Teorema A, fungsi polinom f(x) = |x| kontinu di
semua bilangan yang berlainan dengan 0. Tetapi 1irr(1)|x| =0
X—

x,x = 0 = x adalah fungsi polinom
—x,x < 0 = —x adalah fungsi polinom

karena itu, x juga kontinu di 0; |x| kontinu di mana-mana.

Teorema B (Kekontinuan Nilai Mutlak dan Fungsi-fungsi Akar ke-
n)

Fungsi nilai mutlak adalah kontinu di setiap bilangan real c. Jika
n ganjil, fungsi akar ke n kontinu di setiap bilangan real c; jika n
genap, fungsi ini kontinu di setiap bilangan real positif ¢

Teorema C
Jika f dan g kontinu di ¢, maka demikian juga kf, f +g,f — g,
f.g, g (asalkan g(c) # 0), f™, dan W (asalkan f(c) > 0 jikan

genap).

Teorema D

Fungsi sinus dan kosinus adalah kontinu di setiap bilangan real c.
Fungsi tan x, cotan x, secan x, dan cosec x kontinu di setiap
bilangan real ¢ dalam daerah asalnya.

Teorema E (Teorema Limit Komposit)

Jika lim g(x) =L dan jika f kontinu di L, maka
X—C

lim f(9()) =1 (lim g()) = F(L)
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Khususnya, jika g kontinu di ¢ dan f kontinu di g(c), maka fungsi
komposit f o g kontinu di c.

G. Latihan

1. Periksa bahwa yang berikut ini adalah kesamaan

1
sec?z

a. (1+sinz)(1—sinz) =
cost

c. sect—sinttan t =

2
sec“t—1 .
=sin?t

b. (sect —1)(sect + 1) = tan?t

sec?t

2. Tentukan apakah fungsi-fungsi berikut ini merupakan fungsi
ganjil, fungsi genap, atau tidak salah satunya:

a. tsint c. csct €. XCOoSX g x +sinx
b. sin?t d. sin(cost) f. sinx+ cosx

3. Carilah limit berikut ini:

N IXiLrg(X—S) N tl'ﬂ‘l(l_Zt)
. XIi_)njz(szer—l) N XIi_)r[12(x2+2x—1)
1-2t Lo N1-2t

lim

tﬁ—14/3t+21 £ t%_1(31‘.4'2)3

4. Carilah limit berikut ini. Lakukan perhitungan aljabar terlebih
dahulu jika diperlukan:

. x2—4  tP+4t-21

lim lim—————=
a. x>2 X —2 b. t—>-7 t+7

X3 —4AX*+x+6 CoxPe2xd—x?

lim lim——————
. X—-1 X+1 d. x—>0 X

5. Sketsakan grafik dari:
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—x+1 jika x<1
fx)=4 x—1 jka 1<x<2
5—x? jika x>2

Kemudian carilah masing-masing nilai berikut ini atau nyatakan

jika tidak ada:
I
a. XILTl]g(X) c. g(1)
b 000, fime()
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BAB 5
KONTINUITAS LIMIT

A. Pendahuluan

Dalam kalkulus dan analisis matematika, konsep kontinuitas dan limit
adalah dasar untuk memahami bagaimana fungsi berperilaku pada
titik-titik tertentu dan pada interval. Singkatnya keduanya saling
terkait dan krusial untuk menganalisis fungsi dan menerapkan konsep
matematika yang lebih kompleks. Buku ini bertujuan untuk
menjelaskan secara mendalam tentang kontinuitas dan limit serta
aplikasi praktisnya dalam kalkulus.

Konsep kontinuitas dan limit merupakan fondasi penting yang
memungkinkan kita untuk memahami perilaku fungsi dan perubahan
dalam berbagai konteks matematis. Kontinuitas menggambarkan
bagaimana suatu fungsi berperilaku tanpa adanya "lonjakan" atau
"celah" pada interval tertentu, sementara limit membantu kita
menganalisis perilaku fungsi saat mendekati titik tertentu atau saat
mendekati tak hingga.

Secara intuitif, kontinuitas mengartikan bahwa grafik fungsi
dapat digambar tanpa mengangkat pena dari kertas. Secara
matematis, limit fungsi di suatu titik dikatakan kontinu jika nilai fungsi
di titik tersebut mendekati nilai fungsi di titik itu., hal ini berarti bahwa
jika limit fungsi saat mendekati titik tersebut sama dengan nilai fungsi
di titik itu. Konsep ini sangat penting dalam berbagai aplikasi, mulai
dari analisis matematika hingga model-model dalam ilmu
pengetahuan dan teknik.

Di sisi lain, limit memberikan alat yang kuat untuk
mengeksplorasi bagaimana fungsi berperilaku dalam skenario yang
ekstrem atau dekat dengan titik tertentu. Limit memungkinkan kita
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untuk menentukan nilai fungsi ketika variabel mendekati nilai
tertentu, meskipun fungsi tersebut mungkin tidak terdefinisi di titik
itu sendiri. Dengan memahami limit, kita dapat mengevaluasi
kestabilan, keberadaan, dan nilai-nilai yang mendekati titik yang
kompleks atau dalam kondisi ekstrem.

Pemahaman yang mendalam tentang kontinuitas dan limit
memfasilitasi studi lebih lanjut dalam kalkulus, terutama dalam
diferensiasi dan integrasi, serta aplikasi-aplikasi matematis lainnya.
Dengan alat-alat ini, kita dapat mengatasi tantangan-tantangan yang
timbul dalam analisis matematis dan memperoleh wawasan yang
lebih dalam tentang perilaku fungsi dalam konteks yang lebih luas.

B. Kontinuitas Limit

Limit fungsi adalah konsep dasar dalam kalkulus yang
menggambarkan bagaimana nilai sebuah fungsi f(x) mendekati nilai
tertentu saat variabel x mendekati suatu titik tertentu. Limit fungsi
memberikan informasi penting tentang perilaku fungsi ketika x
mendekati titik yang bisa jadi adalah titik di mana fungsi tidak
terdefinisi atau memiliki sifat khusus. Ada beberapa jenis limit yang
penting:

e Limit di titik tak tentu mengamati bagaimana f{x) berperilaku
saat x mendekati nilai a.

e Limit tak hingga: ketika fungsi f{x) mendekati oo atau —oco saat x
mendekati a atau x mendekati oo atau —oo.

e Limit dari kiri dan kanan: Memeriksa perilaku fungsi dari arah
kiri (x—a-)dan kanan (x—a*)

Kontinuitas adalah sifat dasar dari fungsi yang menjelaskan
bagaimana fungsi berubah dengan mulus tanpa lonjakan atau
kesenjangan. Kontinuitas di suatu titik memerlukan bahwa limit
fungsi di titik tersebut ada dan sama dengan nilai fungsi di titik itu.
Jadi, jika fungsi kontinu di x = a, maka:

limy_qf (x) = f(a)
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Ini berarti bahwa nilai limit di titik tersebut adalah nilai fungsi
yang terdefinisi di titik tersebut. Maka disimpulkan bahwa jika nilai
lim,_,f (x) ada dan sama dengan nilai f (a) maka fungsi lim,_, f (x)
dinyatakan kontinu di x = a.

Diskontinuitas titik terjadi apabila fungsi tidak terdefinisi di titik
tersebut, atau jika limit tidak ada, atau jika limit ada tetapi tidak sama
dengan nilai fungsi. Diskontinuitas lonjakan terjadi jika limit dari kiri
dan kanan berbeda.

1. Fungsi kontinu
Fungsi polinomial f(x) = x? kontinu di seluruh domainnya
karena limit mendekati nilai fungsi pada setiap titik dalam
domainnya.

2. Fungsi tidak kontinu
Fungsi pecahan f(x) =§ tidak kontinu di x = 0 karena limit
mendekati co dan tidak terdefinisi pada x = 0.
Secara intuitif, fungsi fkontinu di x = a jika grafik fungsi di x = a

tidak putus, tersambung dan sinambung. Karena itu f{a) harus
didenifisikan:

Definisi : Andaikan f terdefinisi pada selang buka yang memuat g,
fungsi f kontinu di g, jika dan hanya jika Ve >, 3§ > 0
sehingga |[f(x) — f(a)| < ebila0 < |x —a| < §

Definisi di atas ekivalen dengan “f kontinu di a jika dan hanya jika lim
x—-a

f(x) = f(a)” ini berarti ketiga syarat berikut harus terpenubhi.

1.  Fungsi terdefinisi di f(a) artinya f(a) harus ada dan
terdefinisi.
2. Limit fungsi lim f (x) harus ada
x—-a

3.  Limit sama dengan nilai fungsi artinya lim f (x)= f(a)
x—-a
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Jika terdapat syarat yang tidak dipenuhi di atas, maka f
dikatakan tidak kontinu di a. jika syarat 2 tidak dipenuhi, kita sebut f
diskontinu loncat/asensial lim f(x) tidak ada bias disebabkan limit

x—-a

sepihaknya tidak sama atau salah satu limit sepihaknya tidak ada. Jika
syarat 3 tidak terpenuhi, kita dapat mendefinisikan fungsi f yang
kontinu di x = g, yaitu :

Fx)=f(x) : x+#a

lim £ (x) o x=a
x-a
Contoh:
1) Selidikilah f(x) = x + 2 kontinudix =1
Penyelesaian:

1. f()=1+2=3
2. limf(x)=1lim x+2=14+2=3
x—-1 x—1

3. }Cln} f)=f1)=3
Jadi f(x) = x+ 2 kontinudix =1
x%-4
f(x) =x?dan g(x) = {x—Z , XF2, x=2
3

2) Buktikan kontinuitas fungsi f(x) dang(x)dix = 2!
Penyelesaian:

» Kontinuitas fungsi f (x) di x = 2.

a) f(2)=2%2=4 (terdefinisi)
b) (2)lim fx) = lim x2=2%2=4 (ada)

Q) lim f(x) = f(2) = 4
x—
Karena semua syarat di atas terpenuhi maka dapat dinyatakan bahwa
f(x)kontinudix = 2
» Kontinuitas fungsi g (x) dix = 2.
a) g(2)=3 (terdefinisi)
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. . x2-4
b) )lcl_rg gx) = )lcl_rg 3;_2

o (x=2)(x+2)
=lim——————=
x-2 x—2
= lim(x + 2)
x—2
=242
=4 (ada)

c) lim gx) #g2) (

Karena syarat ketiga tidak dipenuhi maka dapat dinyatakan bahwa
g(x) diskontinu di x = 2.

[lustrasi:

y

\ atau
e

1. Kontinuitas Sepihak

Kontinuitas sepihak merujuk pada jenis kontinuitas yang hanya
memperhatikan perilaku fungsi pada satu sisi dari titik tertentu, baik
sisi kiri (kiri) maupun sisi kanan (kanan). Ini penting dalam konteks
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di mana fungsi mungkin tidak kontinu secara keseluruhan di titik

tertentu tetapi mungkin kontinu saat mendekati titik tersebut dari
satu arah.

Definisi : )
1. Fungsi f (x) dikatakan kontinu di x = ¢ dari sisi kiri jika
Jim fG0) = )
2. Fungsi f (x) dikatakan kontinu di x = ¢ dari sisi kanan jika
lim f(x) = £(c)
\ e J
Contoh soal:
. _flx=3] , x#3 . —
Fungsi f(x) = { 0 . x=3 kontinu di x = 3 karena
x—3,x>3
f(x) =43 —x x <3 kontinu kiri dan Kkontinu kanan di x =3
0 x=0

sebagai berikut:

+ f(x) kontinu kiri di x = 3, yaitu:
1. f3)=0
2. Jgi_r)131_f(x) = xligl_(S -x)=0
5. i /() = g f®)

4+ f(x) kontinu kanan di x = 3, yaitu:
1. f(3)=0
2. ;i_r>r31+f(x) = xliggr(x -3)=0

B JimfG) = lim, /)
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2. Kontinuitas Pada Satu Selang

Kontinuitas pada satu selang berhubungan dengan sifat fungsi yang
kontinu di seluruh titik dalam suatu interval atau selang. Kekontinuan
pada satu selang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi:

1. Fungsi f kontinu pada selang (g, b), jika fkontinu di setiap titik pada
(a,b)

2. Fungsi fkontinu pada selang [a, b], jika f kontinu pada selang (a, b),
kontinu kiri di b dan kontinu kanan di a

3. Fungsi fkontinu, jika fkontinu di setiap titik pada daerah asalnya

Teorema:
1. Jika fungsi fdan g kontinu di a, maka
a)f+g,f—gdanf - gkontinudia
b) 5, g(a) # 0kontinudia

c) k - f, kontinu di a, k konstan
2. Jika fungsi fdan g kentinu pada selang 1, maka:

a) f+g f—gdanf-gdank-f (k konstan) kontinu pada
selang [

b) 5, g(a) # 0V x € I. Kontinu pada selang I.

3. Teorema nilai antara(TNA)

Misalkan fungsi f kontinu pada selang [a,b] dengan x;,x, €
[a, b]. Andaikan x; < x, dan f(x;) # f(xy) yaitu f(x;) < f(x3).
Jika k € R memenuhi f(x;)< f(x,) maka ada c € (x;.x;)
sehingga f(c) = k.
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4. Teorema Bolzano (akibat TNA)

Jika fungsi f kontinu pada selang [a, b] dan f(a). f(b) < 0, maka
ada c € (a,b) sehinggaada f(c) =0

Contoh:

2X-3 ,x=<1

. Tentukan
x? L, x>1

Misalkan f didefinisikan oleh f(x) = {

daerah dimana fkontinu!

awab:

Peru diselidiki apakah titik x = 1 memenubhi ketiga syarat kontinuitas,
1. f(1)=2(1)—-3=-1 (terdefinisi)

2. lim f(x) tidak ada sebab lim f(x) # lim f(x)
x—>1 x—>1~ x-1*

3. ,lcinif(x) # f(1)
Jadi ftidak kontinu di x = 1

Kesimpulannya bahwa: f kontinu di R — {1}, sebab fungsi f yang
bernilai 2x — 3 dan x? merupakan fungsi polinom.

C. Kesimpulan

Limit fungsi adalah konsep dasar dalam kalkulus yang
menggambarkan bagaimana nilai sebuah fungsi f{x) mendekati nilai
tertentu saat variabel x mendekati suatu titik tertentu.
Ada beberapa jenis limit yang penting:
1. Limitdi titik tak tentu mengamati bagaimana f{x) berperilaku saat
x mendekati nilai a.

2. Limit tak hingga: ketika fungsi f(x) mendekati co atau —oco saat x
mendekati a atau x mendekati oo atau -oo.

3. Limit dari kiri dan kanan: Memeriksa perilaku fungsi dari arah
kiri (x—a-)dan kanan (x—a*)
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Konsep kontinuitas dan limit merupakan fondasi penting yang
memungkinkan kita untuk memahami perilaku fungsi dan perubahan
dalam berbagai konteks matematis. Kontinuitas menggambarkan
bagaimana suatu fungsi berperilaku tanpa adanya "lonjakan" atau
"celah" pada interval tertentu, sementara limit membantu kita
menganalisis perilaku fungsi saat mendekati titik tertentu atau saat
mendekati tak hingga.

Suatu limit dikatakan kontinu jika ketiga syarat berikut
terpenuhi:

1. Fungsi terdefinisi di f(a) artinya f (a) harus ada dan terdefinisi.

2. Limit fungsi }Clrr(ll f(x) harus ada
3. Limit sama dengan nilai fungsi artinya lim f (x)= f(a)
x—-a

Jika terdapat syarat yang tidak dipenuhi di atas, maka f
dikatakan tidak kontinu di a. jika syarat 2 tidak dipenuhi, kita sebut f
diskontinu loncat/asensial (glcirr(l1 f(x) tidak ada bias disebabkan limit

sepihaknya tidak sama atau salah satu limit sepihaknya tidak ada. Jika
syarat 3 tidak terpenuhi, kita dapat mendefinisikan fungsi f yang
kontinudix = gq, yaitu:

Fx)=f(x) : x#a
Jlci_r)r(llf(x) D x=a

Kontinuitas sepihak merujuk pada jenis kontinuitas yang hanya
memperhatikan perilaku fungsi pada satu sisi dari titik tertentu, baik
sisi kiri (kiri) maupun sisi kanan (kanan). Ini penting dalam konteks
di mana fungsi mungkin tidak kontinu secara keseluruhan di titik
tertentu tetapi mungkin kontinu saat mendekati titik tersebut dari
satu arah.
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6efinisi: A
1. Fungsi f (x) dikatakan kontinu di x = ¢ dari sisi kiri jika
lim f(x) = f(c)
x—-C
2. Fungsi f (x) dikatakan kontinu di x = ¢ dari sisi kanan jika
lim_ £(x) = £(c)
\ e J

Kontinuitas pada satu selang berhubungan dengan sifat fungsi yang
kontinu di seluruh titik dalam suatu interval atau selang.
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BAB 6
DEFINISI TURUNAN

A. Pendahuluan

Dalam matematika, turunan suatu fungsi merupakan ukuran
perbedaan reaksi dari nilai fungsi terhadap perubahan nilai suatu
variabel. Misalnya, letak benda berpindah terhadap kecepatan benda
bergerak terhadap waktu. (Wikipedia bahasa Indonesia, 2024).

Proses mencari turunan disebut antiturunan. Turunan dan
integral merupakan 2 operasi awal pada kalkulus satu variabel. Teori
turunan banyak dipakai pada beragam cabang ilmu matematika
hingga Jurusan ilmu yang lain. Pada Jurusan ekonomi, turunan dipakai
untuk memperkirakan biaya marginal, jumlah pendapatan, serta biaya
produksi. Pada bidang biologi turunan digunakan untuk menghitung
laju perkembangan mikroorganisme, dalam bidang fisika untuk
menghitung kepadatan kawat, dalam bidang kimia untuk menghitung
laju pembelahan, dalam bidang geografi untuk menghitung laju
pertumbuhan populasi, dan masih banyak lagi. (Wikipedia bahasa
Indonesia, 2024).

B. Garis Singgung

Secara informal, garis singgung adalah gagasan Euclid tentang garis
yang menyentuh kurva hanya pada satu titik. (Gambar 6.1). Garis yang
bersinggungan pada kurva di P lebih baik daripada garis yang dekat
dengan kurva di P, namun masih ambigu dalam hal akurasi matematis.
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Gambar 6. 1 Garis Kurva
(Sumber: Budiono, 2021)

Perhatikan titik P pada gambar 6.1 kurva bidang kartesius di atas,
selanjutnya pada gambar tersebut merupakan garis singgung di titik P
(Sesanti, 2019). Dalam kurva dapat di lihat bahwa titik P dan Q,
disatukan oleh garis tali busur m;. Selanjutnya perubahan titik Q,
hingga mendekati titik P. Ketika sampai di titik Q, maka tali busurnya
akan berubah menjadi garis m,. Selanjutya jika diteruskan sampai titik
Q; akan ‘berdempet’ dengan titik P serta tali busurnya menjadi garis
singgung m seperti pada Gambar 6.2.

/m,

m,

Gambar 6. 2 Garis Singgung
(Sumber: Budiono, 2021)

Definisi dari kemiringan garis singgung pada titik P = (¢, (c)) sebagai
berikut:
m = limm fle+h)=£(©)
R

h—0 sec=lim
h—-0

Contoh:
Tentukan kemiringan garis singgung pada garis lengkung (x) = x2
pada titik x = 3.
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Penyelesaian:

fleth)—f(c)
h

_ i LGRS
h—-0 h

Mign = }ll_r%

. 3+h)%-32

— ljm 8237
h—0 h

. 94+9h+h?%-9

= lim——
h—0 h

. 9h+h?
= lim
h-0 h

. h(9+h
= lim hG+h)
h-0 h

=9

C. Kecepatan Sesaat

Jika terdapat sebuah objek yang berjalan sepanjang garis lurus dan
memenuhi persamaan s = f(t) dan menyatakan jarak yang dilalui
oleh objek dari titik awal sampai waktu. Simak gambar berikut:

Posisi objek saat Posisi objek saat
t=a t=a+h
0 A B s
|——— f(a) ———pj
f« fla+h) ——————p
—

fla+h) - f(a)

Gambar 6. 3 Perpindahan objek
(Sumber: Rodliyah, 2020)

Sesuai dengan gambar 6.3 di atas, maka kecepatan rata-rata pada

kedudukan A ke posisi B dapat ditentukan sebagai vy = flarh)-j(@) Jika

h
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h — 0 pada kecepatan sesaat dikatakan sebagai nilai limit dari kecepatan
rata-rata yang dinyatakan sebagai: v = }lln(l) w
Contoh:

Hitunglah kecepatan sesaat pada sebuah benda yang beranjak dari tempat
diam t = 2, 5 detik yang ditetapkan pada fungsi f(t) = 13t>

Jawaban:
Misalkan kita hitung kecepatan di t = a detik
fla+h)-f(a)

, .
v’ = lim
h—0 h
. 13(c+h)?-13c?
= lim 13(ct+h)"—13c”
h—0 h
. 13c%?+26ch+13h%-13c?
= lim
h—0 h
. 26ch+13n?
= lim——
h—0 h
. h(26¢c+13h
= Jim M26c+13)
h—0 h

= lim(26¢ + 13h)
h—0
= 26¢

Sehingga dapat disimpulkan bahwa, kecepatan pada t = 2, 5 detik
adalah 26 (2, 5) = 65 meter/detik.

D. Definisi Turunan

Turunan fungsi f merupakan fungsi lain dari f ’ (dibaca “f aksen”)
nilainya merupakan sebarang bilangan c adalah:

@ — i L@ =@

h—-0 h

Dengan syarat limit ini ada (Sucipto, 2021).
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Jika ada limit maka di nyatakan bahwa f diferensiabel atau
terdiferensial atau mempunyai turunan pada bilangan c. Sedangkan
definisi turunan disembarang nilai x merupakan f'(x) =
i L&+ -0
h—0 h

pendifferensial (Christina Eni Pujiastuti, 2022).

andaikan limit ini ada, proses mencari derivatif disebut

Berikut adalah beberapa contoh dalam mencari turunan.
Contoh:
1. Misalkan f(x) = x — 2, carilah f'(2)

Jawaban:

’ i fx+h)—f(x)
f1@2) = lim =———=

— lim f2+h)-f(2)
h—-0 h
— lim [(2+h)—2]-[(2)-2]
h—0 h
. h .
=lim-=]liml1=1

h—0 h—0
2. Misalkan f(x) = x? + 5x, carilah f'(x)

Penyelesaian:
' _ i SOHR)=f(x)
f1G) = lim ===
[(x+h)%+5(x+h)]—[x%+5x]
h

£ = lim

. 2xh+2xh +h%+45h
= lim
h—0 h

. h(2x+2xh+h?+5)
= lim ———~
h—0 h

= lim (2x + 2xh + h? +5)
= 2x + 5 (Irmayanti, 2021)

3. Tentukan turunan fungsi 5x2 + 2, tentukan f’(x)

Penyelesaian:
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PN e FOHR=F(0)
f100) = lim =— ==

5(x+h)2+2—(5x%+2)

= lim
h—0 h
. 5(x%+2xh+h?)+2-5x2%-2
= lim
h—0 h
. 5x%+10xh+5h%+2-5x%-2
= lim
h—0 h
. 10xh+5h? . h(10x+5h)
= lim——— = lim—
h—0 h h—0 h

= }li_r% 10x + 5h
=10x+5-0
=10x+0
=10x
4, Tentukan Turunan Fungsi 8x? — 2x + 3, tentukan f”(x)

Jawab:

PN i PR =F ()
f'G) = lim P

2_ —(ay2_
=lim8(x+h) 2(x+h)+3—(8x%—2x+3)

h—-0 h
. 8(x+h)?-2(x+h)+3—(8x%—2x+3
= lim ( )
h—-0 h
. 8(x2+2xh+h?)—2x—-2h+3-8x%+2x—3
= lim
h—0 h
. 8x%+16xh+8h%—2x—2h+3-8x%2+2x-3
= lim
h—-0 h
. 16xh+8h%2-2h . h(16x+8h—2)
= lim———— = lim ———=
h—0 h h—0 h

=hli(r)nl6x+8h—2=16x+8-0—2

=16x—2
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E. Simbol Turunan

Ada banyak simbol untuk mengemukakan turunan yang dipopulerkan
pada awal kemajuan kalkulus, dan beberapa simbol tersebut masih
dipakai sampai sekarang ini.

1. Simbol Leibniz

Simbol dx, dy, dan Z—z dikembangkan Gottfried Wilhelm Leibniz pada

tahun 1675. Simbol ini masih dipakai jika mempertimbangkan
persamaan y = f(x) dilihat sebagai relasi antara variabel dependent
dan variabel independent. Turunan pertama serta simbol ini nyatakan
sebagai berikut:

dy df d

a,a atau af,
dan pertama adalah awalnya membandingkan dua besaran kecil
("infinitely small", "yang tak hingga kecilnya"). Turunan orde tinggi,
yakni turunan ke-n dari = f(x), ditulis sebagai

ay a*f a®

e G
Simbol ini merupakan 'ringkasan' pada penggunaan penghubung
turunan berlaku berulang. contohnya, simbol derivatif kedua

d’y d (dy)
dx?  dx\dx

Dengan memakai simbol Leibniz, turunan dari y pada titik x = a

dapat ditulis menjadi dua cara yang berlainan:

dy dy

E x=a = a(a)
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Dengan simbol Leibniz dimungkinkan untuk menuliskan peubah
turunan (sebagai penyebut), yang berkontribusi terhadap turunan
parsial. Simbol ini juga dapat dipakai untuk menentukan aturan rantai.

dy dy du
dx du dx
Selanjutnya, simbol Leibniz menggambarkan relasi aljabar peubah

d?y

yang sama dengan analisisa pengukuran. Misalnya, turunan kedua —z

mempunyai sama pengukuran seperti % (Ariyanti, 2018).

2. Simbol Langrange

Simbol Langrange biasanya disebut sebagai simbol petik/prima (prime
notation), merupakan suatu simbol derivatif yang di kenalkan oleh Joseph-
Louis Lagrange. Simbol ini memakai simbol prima, sama dengan simbol
petik. Turunan dari fungsi f dituliskan sebagai f'. Demikian, derivatif
kedua serta ketiga pada fungsi dinyatakan:

(fl)l — flldan (fll)l — flll
simbol kedua dapat diperumum untuk memperoleh simbol f™ untuk
derivatif ke-n dari f. Simbol yang singkat serta sangat berfungsi ketika
turunan kita anggap sebagai fungsi itu sendiri, tidak sama dengan simbol
Leibniz juga beranggapan derivatif merupakan relasi sesama variabel.
Angka fungsi turunan ke-n di a dilambangkan sebagai f™ (a) (Ariyanti,
2018).

3. Simbol Newton

Simbol Newton pada derivatif merupakan simbol titik (p). Simbol ini
memakai titik yang ditempatkan di atas nama fungsi, agar menunjukkan
turunan yang menyatakan waktu. Jika, y = f(t), maka, y dan y masing-
masing mengatakan derivative pertama dan derivatif kedua dari. Simbol
Newton pada saat ini hanya digunakan untuk derivatif terhadap waktu
atau pada panjang busur, yang ditemukan pada persamaan diferensial
dalam bidang ilmu fisika serta geometri diferensial.
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Simbol Euler

Simbol yang dikembangkan oleh Leonhard Euler memakai penghubung
diferensial D, yang Ketika digunakan dalam sebuah fungsi D™f akan
memperoleh turunan pertama Dy. Derivatif ke-n serta simbol ini sebagai
D™f.Jikay = f(x) adalah yaitu peubah dependent, maka ketika bawah x
umum didekatkan ke D serta memperjelas x merupakan peubah
independent. simbol Euler bisa ditulis sebagai D,y atau D,f(x).
(Wikipedia bahasa Indonesia, 2024).

F. Langkah-Langkah Mencari Turunan

Berikut empat cara dalam menentukan Turunan dengan mencari

f' 0.
1. Menetapkan f(x + h)
2. Menetapkan pengurangan antara f(x + h) — f(x)
. fx+h)—f(x)
3. Membagi h untuk memperoleh —
4. Ambil limit h — 0, kemudian hitung f'(x) = Lir%m%)_ﬂx)
Contoh:
Hitunglah turunan dari %
Penyelesaian:
3
1. Menentukan f(x + h) = 2t
. 3 3
2. Menentukan selisih f(x + h) — f(x) = et 2
_ 3x 3(x+h)
T 2(x+h)x  2x(x+h)
__ 3x-3x-3h
- 2x(x+h)
_ -3h
- 2x(x+h)
3. Membagi langkah kedua dengan h, sehingga diperoleh hasil:

-3h
_ 2x(x+h) __ —3h

1 -3
h - 2x(x+h) h - 2x(x+h)
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4. Ambil limit dari hasil langkah ketiga untuk nilai h — 0, sehingga

diperoleh hasil:
lim L&) _ -3 __ -3 _ -3
h—=0 h h—02x(x+h) 2x(x+0) 2x2

Jadi diperoleh turunan dari 2 adalah _—32
2x 2x

Catatan:

Jika diperintahkan untuk mencari nilai numerik dari f'(x) di
sembarang titik x, maka cukup memasukkan nilai x ke dalam hasil
turunan tersebut.

Misal dari contoh 3, turunan f(x) di x = 3 adalah f(3) = _2(_33)2 =

_3_
29
-3 1

18 6
G. Aturan Mencari Turunan

1. Aturan Kostanta

Misalkan f(x) = r, dengan r suatu konstanta, akibatnya turunan pada
sembarang x adalah D, (r) = 0. Jadi, untuk setiap fungsi konstan,
maka turunannya pada sembarang x adalah sama dengan nol (0).

Bukti :

o) = i [EH D= 10)

N et
f (x)_hl—r}?)T

0
f'x) = }lli‘r(l) "= 0
Jadi, terbukti jika f(x) = r maka D,.(r) = 0.
Contoh:

Tentukan derivatif fungsi dari f(x) = 18

Penyelesaian:
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Berdasarkan Aturan Fungsi Konstanta, karena f (x) = 18 merupakan
fungsi konstan, maka turunannya sama dengan nol (0).

2. Aturan Fungsi Satuan
Misalkan f(x) = x, sehingga f’ (x) = 1;yaitu, D,, (x) = 1.

Jadi, untuk setiap fungsi satuan f(x) = x, maka turunannya adalah sama
dengan satu (1).

Bukti:

f'(x) = lim

fx+h) - f(x)
h

, . (x+h)—x
0 = i
"x) =1 h_ 1
Fix)= R
Jadi, terbukti jika f(x) = x maka D, (x) = 1.
3. Aturan Pangkat

Misalkan f(x) = x™, dimana n bilangan bulat positif, sehingga f'(x) =
nx™ 1 yaitu: D, (x™) = na™ 1.

Bukti:
' s fleth)=f(x)
f1e0 =g =

(x+h)"—x™

f1e) = Jim h

[x™ +nx""1h + —n(nz— D x™Th? + -+ nxh™ 1 + A" — x"
h

f'Go) = lim

nx" th + —n(nz— D x"Th? + -+ nxh™ 1 + A"
h

f'00) = lim
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h[nx™1 +—n(nz_1)x"_1h+---+nxh”_1+h"_1]

f'() = lim -
nn—1)
2

f'(x) = limnx™ ! + x"Th? 4 4 nxh™ 1 4 gL
h—-0

1 — 13 n-1
f'C) = lim nx

Jadi, terbukti jikaf (x) = x™ maka D, (x™) = nx™"1. Berdasar dengan
Aturan pangkat, kita tidak harus lagi menentukan turunan dengan
menggunakan definisi limit.

Contoh:
Carilah turunan fungsi f(x) = x°
Penyelesaian:
fx)=x>n=5
f'G) = nxn?
f/(@) = 52571
f(x) = 5x*

Jadi, derivatif fungsi f (x) = x® yaitu f'(x) = 5x*.
4. Aturan Kelipatan Kostanta

Misalkan k adalah konstanta dan f merupakan fungsi yang di
turunkan, maka (kf)'(x) = k- f'(x), yaitu D, [k - f(x)] = k - D, f (x)

Bukti:
Andaikan, F(x) = k - f(x), maka
fO+h) = f(x)

F'(x) = }Er)(l)

h
, k- fx+h)—k-f(x)
P = fim =
Fl(x) — }lll_r)% k (f(x"'hz_f(x))
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fx+h)—fx)
h

F'(x)=k- }li—%
F'(x) =k f'(x)
Jadi, terbukti D, [k - f(x)] makak - D, f(x)
Contoh:
1) Tentukanlah D, (—7x3)
Penyelesaian:
Dy (=7x%) = =7Dy(x*)
D, (=7x%) = =7-3x371
D,(—=7x3) = —7-3x?
D, (—7x3) = —21x?
Jadi, D,,(—7x%) adalah —21x2.
2) Tentukanlah D, (4x3)
Penyelesaian:
Dy (4x®) = 4D, (x°)
D,(4x3) = 4-3x371
D,(4x3) = 4-3x?
D, (4x3) = 12x?
Jadi, D, (4x3) adalah 12x2.
5. Aturan Penjumlahan

Misalkan f dan g adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka:

F+g)'@=f'"(@+g' (@ , yaitu Dy[f(a)+ g(a)] = D.f(a)+
Dyg(a)

Bukti:
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Andaikan, F(a) = f(a) + g(a), sehingga
fla+h)—f(a)

F'(a) = }ll_l‘)r(l)

h
oo« fla+th)y+ga+h) f(a)+g(a)
F'(a) = }111_1)1(1) . B !
F'(a) = }lli_%f(a + h})l —f@ g+ h})l — 9@
Fla) = }zi—rgf(a - h,)l S + ;li_r)r(l)g(a + h; —g(a)

F'@ = f'(a) + g'(a)

Jadi, terbukti jika D, [f (a) + g(a)] = Dyf(a) + Dyg(a)
Contoh:
1) Tentukan turunan dari 2x3 + x”
Penyelesaian:
D,(2x3 4+ x7) = D, (2x3) + D, (x7)
D,(2x3 4+ x7) = 2D, (x3) + D, (x7)
D,(2x3 +x7) =2-3x37 1+ 7x771
D,(2x3 + x7) = 6x% + 7x°®

Jadi, turunan dari 2x3 + x” adalah 6x? + 7x°.

2) Tentukan turunan dari 3x3 + 7x2 + 4x + 5.

Penyelesaian:
D,(3x3 + 7x% + 4x + 5) = D, (3x3) + D, (7x?) + Dy (4x) + D, (5)
D, (3x3 4+ 7x% 4+ 4x + 5) = 3D, (x3) + 7D, (x?) + 4D, (x) + D,(5)
D,(3x3+7x*+4x+5)=3-3x314+7-2x>"14+4-1+0
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Dy(3x3+ 7x%+4x+5)=9x2 + 14x + 4
Jadi, turunan dari 3x3 + 7x? + 4x + 5 adalah 9x? + 14x + 4.

6. Aturan Pengurangan
Misalkan p dan g merupakan fungsi-fungsi yang turunkan, sehingga:

fF-—9'@=f"(@—g'(@ , yaitu Dg[f(a) —g(a)] =D.f(a) -
Dyag(a)

Bukti:
Misalkan F(a) = f(a) — g(a), maka

fla+h)—f(a)
h

F'(a) = ;li_%f(a + h) ;g(a +h)  f(a) ;g(a)

F'(a) = }li_r}%

fla+h)—g(a) gla+h)—g(a)

F'(x) = }li_r%

h h
oy flath)—fl@ . glat+h) —g(a)
O

F'@ = f(a) - g'(a)
Jadi, terbukti jika D,[f (a) — g(a)] = D,f (a) — D,g(a)
Contoh:
1) Tentukan turunan dari 3x° — 2x2.
Penyelesaian:
D, (3x° — 2x%) = 3D, (x%) — 2D, (x?)
D,(3x5 —2x2)=3-5x5"1—2-2x271
D, (3x5 — 2x%) = 15x* — 4x
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Jadi, turunan dari 3x> — 2x? adalah 15x* — 4x.

2) Carilah turunan dari —x3 — 9x2 — 4x — 8.

Penyelesaian:

D, (—x3 — 9x? — 4x — 8) = D, (—x3) — D, (9x?) — D,.(4x) — D,(8)
D, (—x3 —9x% — 4x — 8) = 3D, (—x3) — 9D, (x?) — 4D, (x) — D,(8)
D,(—x%—9x? —4x—-8)=3-—-1x3"1-9-2x2"1-4-1-0
D,(—x3 —9x%2 —4x —8) = —3x%2 —18x — 4

Jadi, turunan dari —x3 — 9x? — 4x — 8 adalah —3x? — 18x — 4.

7. Aturan Perkalian
Misalkan p dan g merupakan fungsi-fungsi yang turunkan, sehingga:
(f-9)(@) = fla)g'(a) + g(@)f'(a) yaitu:
D,lf(@)g(a)] = f(@)Dag(a) + g(a)Daf (a)
Bukti:
Misalkan F(a) = f(a)g(a), maka
fla+h)—f(a)

F'(a) = ;li_r)r(l)

h
Fla) = }g%f (a+h)g(a +hh) - f(a)g(a)
F'(a)
_ limf(a +h)gla+h)—fla+h)ga)+ fla+h)g(a) — f(a)g(a)
h—0 h
F(x) = }lii%f(a th gath)-g@ 9@ flat+h)—f(@

h h
glath) =g

F'(x) = lim f(a+h) - lim 9@
y fla+h)—f(a)

- 11m

h—-0 h
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F'(a) = f(@)g'(@) + g(a)f'(a)
Jadi, terbukti jika D, [f (a)g(a)] = f(a)D.g(a) + g(a)D,f (a).
Contoh:
1) Tentukan turunan dari 2x> X 3x?
Penyelesaian:
D, (2x5 x 3x?) = 2x>D,.(3x%) + 3x2D,(2x°)
D,(2x% x 3x%) = 2x5-3-2x%71 +3x2-2-5x571
D, (2x> X 3x%) = 2x° - 6x + 3x% - 10x*
D, (2x> X 3x%) = 12x° + 30x°
D, (2x5 x 3x?) = 40x°
Jadi, turunan dari 2x° x 3x? adalah 40x°.
2) Carilah turunan dari (3x2 — 5)(2x* — x).
Penyelesaian:

D,{(3x* — 5)(2x* — x)}
= (3x?-5)D,(2x* — x) + (2x* — x)D,,(3x? = 5)

D, {(3x* = 5)(2x* — x)}
=(Bx?2-5)(2 4x*1-1)
+ (2x*—=x)(3:2x*71-0)

D,{(3x? = 5)(2x* —x)} = (3x? = 5)(8x3 — 1) + (2x* — x)(6x)
D,{(3x%? = 5)(2x* — x)} = 24x5 — 3x% — 40x3 + 5 + 12x> — 6x2
D,{(3x%2 —5)(2x* — x)} = 36x° — 40x3 — 9x% + 5

Jadi, turunan dari (3x? — 5)(2x* — x) adalah 36x° — 40x3 — 9x2 + 5.
8. Aturan Pembagian

Andaikan f dan g merupakan fungsi-fungsi yang di turunkan dengan
g(a) # 0, sehingga
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6) (@ = 8@ @~ f@¢ @

g*(a)
yaitu
D f) _ gOIDxf(x) — fF)Drg(x)
Fg(x) g%(x)
Bukti:

Andaikan F(a) = f( ) ,maka F'(a) = l —f(a+h)'9(a)

h
f(a + h) _f(@
F'(q) = }li%g(a +h) g(a) F'(a)

_ limg(a)f(a+h) —f(@)gla+h) 1
R h g(@g(a+h)
iy — 1o |[9@QF @+ W) — g(@)f (@) + f(@)g(a) — f(a)g(a+ h)
=0 ;
' m]
F'(a) = ;Li_r)r(l){[g(a)f(a + h})l —f(a) _ f(a)g(a + h})l —g(a)
g(@g(a+h)
! — ’ _ , ) 1
F(@) = [9(@f (@) ~ f@g @) —ess

g(@f'(a) - f(a)g'(a)

9%(a)
f(@ _ g(@)Daf(@~f(@)Deg(@)
9@ 9%(a)

F'(a) =

Jadi, terbukti jika D

Contoh:
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1) Tentukan turunan dari ddx( ?E;fx;r5)
Penyelesaian:
i —3x+51 (Zx)dd—x(—3x3 +5)— (=323 + 5)%(2@
dxl 2x | (22)?2
d [-3x+5) _ (@0(-3:3x"140) = (32 + 52
dl 2x | B (2x)?
d [-3x+5] (2x)(—=9x2) — (=3x3 4+ 5)(2)
axl 2 17 (2x)?
d (-3x+57] (—18x3) — (—6x3 —10)
axl 2 17 4x2
d [-3x+5] —18x3+6x3—10
a | 2x ] - 4x2
d [-3x+5] —12x°—10
dxl 2x - 4x2
Jadi, turunan 22 =20 ; ) adalah 22710
2) Tentukan turunan dari % Ei’;;:i
Penyelesaian:
2 d d .,
d 3x -5 _ + 7N Bx=5)-Bx =5 x*+7)
dxlet+7 (2 +7)2
d 3x—5] (x?*+7)3-0)—Bx—-5)(1-2x2"1+0)
dx L+ 717 (@? +7)?
d 3x =51 _(x*+7)(3) - (3x = 5)(2x)
dx 1x2 + 7] - (x2 + 7)2
3x— 5] —3x2+ 21— 6x2 + 10x)
E | x2 + 7] - (xz + 7)2
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d [3x—5 —9x% + 10x + 21

dxlxz2 + 7]~ (x+7)?
x—5) —9x®+10x+21
Jadi, turunand ( X237) adalah (x2+7)2 "
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BAB 7
TURUNAN FUNGSI ALJABAR

A. Pendahuluan

Turunan fungsi aljabar merupakan konsep penting dalam
pembelajaran kalkulus yang berhubungan dengan laju perubahan
suatu fungsi. Laju perubahan nilai fungsi meliputi laju perubahan
rata-rata dan laju perubahan sesaat.

Pemahaman tentang turunan fungsi aljabar sering menjadi
tantangan bagi peserta didik. Sehingga, dapat berdampak pada
kemampuan peserta didik tersebut dalam memecahkan masalah
matematika yang lebih kompleks.

B. Konsep Turunan Fungsi Aljabar

Pada bab sebelumnya telah membahas tentang definisi turunan yang
bahwa laju perubahan dan kecepatan sesast merupakan salah satu
penerapan dari turunan fungsi. Turunan adalah pengukuran terhadap
bagaimana fungsi berubah seiring perubahan nilai yang dimasukkan.
Secara Umum, turunan menunjukkan bagaimana suatu besaran
berubah akibat perubahan lainnya. Proses dalam menemukan
turunan disebut diferensiasi.

Jika A dan B adalah dua titik yang sangat berdekatan pada kurva, 8x
(delta x) dan 6y (delta y) yang masing-masing mewakili kenaikan
kecil pada arah x dan y, maka:
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4 Gradien Tali busur AB:%

namun

8y = f(x + 6x) — f(x).
Oleh karena itu,

8y fl+60)—f®)
Sx ox

B(x +5%, y+8y)

Alxy)

fix+3x)

f(x)

Gambar 7. 1 Kurva

Ketika 6x mendekati nol, é mendekati nilai batas dan gradien tali

busur mendekati gradien garis singgung di titik A. Ketika menentukan
gradien garis singgung pada kurva, ada dua notasi yang digunakan.
Gradien garis singgung kurva di titik A pada gambar 1 dapat ditulis

sebagai

. Oy . {f(x+5x)—f(X)}

lim == lim
5x—0 0X 5x—0 ox

Dalam Notasi Leibniz:
Sy y Sy
ox 6450 0x

Dalam notasi fungsional:

v ([l 6x) = f(x)
frx) = alalcr—r}o{ Sx }

d . . - . .
d—i sama sebagai f'(x) dan disebut koefisien diferensial atau turunan.
Proses menemukan koefisien diferensial disebut diferensiasi.
Co . . d d
Turunan dari variabel y terhadap x dinotasikan dengan ﬁ atau %

atau f'(x) atau y' didefinisikan sebagai berikut:
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£ = oy LEAD 2T

dengan asumsi bahwa limit ini ada.

Contoh:
1) Andaikan f(x) = 13x — 6. Tentukan f'(4)

Penyelesaian:
f(x)=13x—6

f(x+h)=13(x+h)—6

f(4) =13(4) -6 =46
Sehingga:

h) —
£ = h._)()(f (x+})l f (X)>

F1(4) = <f(4 +h) - f(4)>
) = < 13(4+h) — 6] —[13(4) — 6])
< [52 4+ 13h— 6] — [52 —6])
f'() = lim

£1(4) = llm( - )
fl4) = }11_%(13)
fl(4)=13 m
2) Jika f(x) = 7x3 + 6x. Dapatkan f’(c)

Penyelesaian:
flx) = 7x3 + 6x

flc+h)= 7(c+h)+6(c+h)
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flc) = 7c¢3 +6¢

Sehingga:

£x) = lim <f(x +h) - f(X)>
F©) = lim (f(0+h) f(C))

3 3
£10) = }Ll_)()( 7(c+ h)®> +6(c Z ] —1[7¢c’ + 6c])
7[c3® + 3c?h + 3ch? + h3 + 6(c + h)] — [7c3 + 6¢]
f'(c) = lim ( . )
<z1c2h + 21ch2 +7h% + 6h)
f'(c) = llm

~ (h(21c? +21ch +7h* + 6
@ = 7

f'(c) = ;Lir%(Zch + 21ch + 7h%* + 6)

f'(c) = 21c* + 6m

Turunan fungsi Aljabar adalah fungsi baru hasil penurunan pangkat
dari fungsi sebelumnya menurut aturan yang ditetapkan. Jika
diimplementasikan dalam grafik fungsi, turunan ini merupakan
gradien garis singgung terhadap grafik di titik tertentu. Tingkat
turunan fungsi tidak terbatas pada satu tingkat saja, tetapi juga bisa
dua tingkat, tiga tingkat, dan seterusnya.

Konsep turunan setiap tingkatnya juga sama. Hanya saja fungsi yang
diturunkan berbeda-beda karena mengacu pada hasil turunan
sebelumnya.
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Perhatikan y = f(x) = c dengan ¢
suatu konstanta grafik. Jika f(x) =

Y% ¢ dilukiskan sebagai garis lurus
mendatar yang sejajar sumbu X
gradien =0| fix) =c¢ dengan gradien 0 (dapat dilihat
dari gambar 2. Karena gradiennya
¢ 0, hal ini berarti f'(x) = m = 0.
0 >» X

Gambar 7. 2 Grafik fungsi f (x)

C. Sifat Sifat Turunan Fungsi Aljabar

Turunan fungsi aljabar mempunyai sifat-sifat tertentu. Berikut sifat-
sifat yang digunakan pada turunan fungsi aljabar :

1. Turunan fungsi Konstanta
Jika f(x) = a, a adalah suatu konstanta untuk semua x, maka
f'(x) = 0, untuk semua x, yaitu: D,(a) =0

Bukti:

Karena f(x + h) = f(x) = ¢, maka

v e (e +h) = f(x)
o L A1)

c—c
h

10 = iy (=) = o

2. Turunan Fungsi Linier
Jika f (x) = ax + b, maka f'(x) = a, yaitu
D,(ax+b)=a
Bukti:
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f'(x) = lim

h—-0

fx+h) - f(x)>

(x)—l (a(x+h)+b [ax+b]>

ax+ah+b—ax—b
f(x)—h ( )
oo (2
f'(x) =am

3. Turunan Fungsi Pangkat
Jika n adalah bilangan bulat positif dan f(x) = x™, maka f'(x) =

nx™ 1, atau D,(ax™) = nx™!
Bukti:

h —
£ = lim <f(x + ;)l f(x)>

, L (x+h)"—x"
f1e) = lim <T)

(x” + (711) x"1h + (721) x"2h% +

f'(x) = lim

--.+(nf1)xh"‘1 + A" —x">

h
’ . x"h 4+ ———2 n(n — — 1) x"2h% + - 4+nxh™ 1 + A"
e =i ;
, - [h(x™ + —n(nz— D x"2h+ . +nxh™ 2 + p1
= ;
f'(x) = }lil‘r(l) (nx"‘1 + —n(nz— D x"2h+ . +nxh™ 2% + h”‘1>

fl(x) =nx""'m
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4. Turunan Jumlah
Jika f(x) =u(x)+v(x), maka f'(x) =u'(x)+v'(x) atau
D (u(x) + v(x)) = Dy(u(x)) + Dy (v(x))

Bukti:

f'() = lim <f SR f(x))

£10) = }Li_r)r(l) <u(x +h) +v(x +hh) —u(x) — v(x))

F1(x) = }li_r)% <u(x + hi)l - u(x)) N }lli_r)rfl) (v(x + h’)l — v(x))

fle)=u'(x) +v'(x)m

5. Turunan Selisih
Jika f(x) = u(x) — v(x), maka f'(x) = u'(x) — v'(x)
atau Dy (u(x) — v(0) = Dy(u(x)) — Dx(v())

Bukti:

von o (F+R) = f(x)
o (A1)

£ = }li_r)rtl) <u(x +h) —v(x +hh) —u(x) + v(x))

s v (ulx+h) —u(x) . (v(x+h)—v(x)
e = () ()

fle) =u'(x)—v'(x)m

6. Turunan untuk operasi perkalian
Jika f(x) = u(x).v(x), maka

f'(x) = u'(x). v(x) + u(x).v'(x) atau
Dy (u(x).v(x)) = Dy(u(x)). v(x) + u(x). Dy (v(x))
Bukti:
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£ = lim <f(x +i) - f(x)>

() = lim <u(x +h).v(x+ h) — u(x)v(x))

h—0 h
voon o (ubc+R).v(x + h) +ulx + hv(x) —ulx + h)v(x) —u(x)v(x)
fie) = }g(l)( A )
fl(x) = lim <v(x +h) ux + h;)l —u(x) FuGeth) v(x + h’)l - v(x))

F) = iy oG-+ ) ()

h

v(x + h) —v(x)
)

+ }lli_t)r(l)(u(x + h)) }lli_r)% <
f'(x) =v).u'(x)+ ulx).v'(x)m
7. Turunan untuk operasi pembagian

Jika f(x) = % dengan v(x) # 0, maka
f’(x) _ u' (0).v(x)—ulx).vr(x)

v200) atau
D (u(x)) _ Dy(u(®). v(x) = u(x). D, (v(x))
“\v(x)) v2(x)
Bukti:

reon e (O AR) = f()
o (1 251)

u(x+h) ux)
£10) = }li_rf}) <v(x +h) v(x))

h
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u(x + h)v(x) —u(x)v(x + h)
00 = Ei%( IERANCE) )

o f(ulx+hvx) —ux)v(x + h)\ /1
F'e0) = ;gno< )( )

v(x + h)(v(x)) h
v e (ulxe + )v(x) —u(x)v(x + h) 1
fe) = %%( h ) (v(x ¥ h)(v(x)))
e (x + Mv(x) — v)ulx) + u(x)v(x) —ulx)v(x + h) 1
. u(x + h)v(x) —vx)ulx) + ulx)vix) —ulx)v(x +
= L‘i%( h )(v(x ¥ h)(v(x)))
f'(x)
) u(x + h) —u(x) v(x + h) —v(x) 1
= jim (”(")m h ~ulx) h ) (v(x T h)(v(x)))
1) = 00U ()~ uC ()
oy U (x) —u(x)v'(x))
1) = T .

8. Turunan Fungsi Balikan

Jika f(x) = %x) terdiferensialkan di x dan u(x) # 0, maka

fl(x)=- Z (’;) atau D, (uL) _ _ Dx(u()

u?(x)

£ = lim (f(x Lk f(x)>
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Contoh:

1 1
£ = IIE% u(x + h})l u(x)

u(x) —u(x + h)
F10) = IIE% u(x + Z).u(x)

f’(x) — lim (u(x)—u(x+h))%

h—0 \ u(x+h).u(x)
’ _ 1 u(x+h)—u(x)
f'e) = }ll—I;% (u(x+h).u(x)) ( h )
1 u(x +h) —u(x)
) = — i ( ) I
fe) i u(x + h).u(x) hl—r>r(1)< h

—1
1 = u(x). u(x)
f'(x) =

w2 ()

1) Dapatkan turunan dari fungsi berikut:

f)=m

Penyelesaian:

Dengan menggunakan sifat (1), maka f'(x) =0

2) Dapatkan turunan dari fungsi berikut:

fx)=xVx+5

Penyelesaian:
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3) Dapatkan turunan dari fungsi berikut:
flx)=2x0%43x"—2x+5
Penyelesaian:
f'(x) =20x° +21x% — 2

1

2
4) Diketahui h(x) = % , x # 1. Tentukan h'(x).

Penyelesaian:

B () = D,(2x? +1).(x —1) — (2x? + 1). D, (x — 1)
) = (x — 1)
oo Ax(x—-1)-(Qx*+1).1

h(x) = (x —1)2

Br) 4x® —4x —2x* —1
) = (x — 1)
, 2x% —4x —1

SR

5) Diketahui T(x) = xl?, x # —3. Tentukan T'(x)

Penyelesaian:
oy Dye(1).(x +3) = (1). Dy(x + 3)
) = (x +3)?
vy (0).(x+3)—(1).(D)
e = (x +3)?
T'(x) = ———
@ =G

9. Aturan Rantai

Aturan rantai pada turunan suatu fungsi merupakan turunan
yany dilakukan berturut turut pada suatu fungsi. Secara
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matematis dituliskan. Jika u adalah fungsi dalam x dan y dimanu
terdiferensialkan, sehingga:

dy dy du

dx  dudx
Jikay = f(u),u = g(v),dan v = h(x) , maka:

dy dy du dv

dx  du dv dx
Jika y = f(u),u = g(x) menentukan fungsi komposisi y =
f(g(x)) = fog(x) . Jika g terdiferensialkan di x dan f
terdiferensialkan di u = g(x), maka fog terdiferensialkan di x
dan (fog)'(x) = f'(g(x)).g'(x) adalah:

D,y = D,y.D,u

Jikay = f(u),u = g(x) dan v = h(x), maka:

D,y = D,y.D,u.D,v

Contoh:
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1) Carilah %,jika y = (3x5—7x)2

Penyelesaian:

Misalkan u = 3x° — 7x, makay = u'?

Sehingga
du 4
T 15x* =7
dy
= 12utt
Dengan demikian
dy dy du
dx  du'dx
% = (12u'h). (15x* - 7)
4 _ 12(3x° — 7x)L. (15x* - 7)
dx '
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D. Aplikasi Turunan Fungsi Aljabar

Ada beberapa bahasan tentang aplikasi fungsi aljabar
1. Garis Singgung dan garis normal

Jika titik P(x;,y;) terletak pada kurva y = f(x), maka Persamaan
garis singgung kurva yang melalui titik tersebut adalah

y=y1=m(x—x)
Dengan m adalah gradien kemiringan garis, dimana
m=f'(x) =y

Jika terdapat dua potongan garis yang mempunyai gradien masing
masing m, dan m, maka kedua garis akan:

a. Saling sejajar, jika m;=m,
b. Saling Tegak Lurus. Jikam;.m, = —1
Contoh:
Tentukan persamaan garis singgung kurvay = x? — 2x + 3 titik
(-1,2)dan (2, 0).
Penyelesaian:
y=x2-2x+3
y' =2x-2
Untuk titik (-1,2) makam = —4
Maka persamaan garis singgung kurva pada titik (-1,2) adalah:
Y=y =m(x—xq)
y—2=—4(x+1)
y+4x+2=0
Untuk titik (2,0) makam = 2

Maka persamaan garis singgung kurva pada titik (2,0) adalah:
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y=yi=mx—x)
y=2(x—-2)
y—2x+4=0
2. Kecepatan dan percepatan

Gerak suatu partikel sepanjang suatu garis lurus secara lengkap
dinyatakan dalam persamaan s = f(t),t > 0, waktu, dan s jarak P dari
suatu titik tetap tertentu 0 pada lintasannya.

Kecepatan (velocity) dari P pada waktu tadalah v = %

a. Jika v > 0 maka P bergerak searah dengan naiknya s
b. Jika v < 0 maka P bergerak searah turunannya s

c. Jikav = 0 maka P dalam keadaan berhenti.

. dv d?s
Persepatan dari P pada waktu t adalah a = ol
a. Jika a > 0 makav naik

b. Jikaa < 0 maka v turun

Kelajuan bertambah jika v dan a bertanda sama dan berkurangbila
berlainan tanda.

Contoh:

Sebuah partikel sepanhang garis koordinat mendatar sedemikian
hingga posisi pada saat t dinyatakan oleh

s = t3—12t%2 + 36t — 30 .dengan s diukur dalam meter dan t dalam
detik.

a. Kapan kecepatannya 0.
b. Kapan kecepatannya positif
c¢. Kapan percepatammya positif

Penyelesaian:
dv
a v=—
ds

3t2—-24t+36=0
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3(t—2)(t—6)=0
(t—2)=0 atau(t—6)=0
t=2 atau t=6
Jadi v = 0,padasaat t=2 dant =6
Kapan Kecepatan Positif:
v > 0, jika saat t< 2 atau saat t>6

Kapan Percepatannya positif:

a=%=6t—24>0,maka t>4
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BAB 8
KEMONOTONAN DAN KECEKUNGAN

A. Pendahuluan

Dalam konteks Kalkulus, kemonotonan dan kecekungan merupakan
konsep penting dalam analisis dan fungsi. Karena analisis
kemonotonan maupun kecekungan melibatkan penentuan turunan
pertama dari suatu fungsi yang diberikan.

Kemonotonan merupakan konsep dalam analisis fungsi yang
menggambarkan kecenderungan naik atau turunnya suatu fungsi
diinterval dan kriteria tertentu. Sedangkan kecekungan adalah
kecenderungan bentuk grafik suatu fungsi yang menunjukkan
perubahan fungsi dari cekung ke atas atau cekung ke bawah
begitupula sebaliknya. Hubungn antara kemonotonan dan
kecekungan dalam analisis fungsi sangaat penting, karena keduanya
saling terkait dalam memahami sifat dan perilaku grafik suatu fungsi.

Kedua teorema tersebut memiliki aplikasi yang luas dalam
berbagai bidang, tetapi paling tepat digunakan dalam bidang ilmu
matematika, ekonomi dan analisis bisnis. Teorema tersebut juga tak
kalah pentingnya dalam berbagai bidang teknik, terutama dalam
analisis dan desain sistem yang dapat menentukan performa sistem
teknik karena mempengaruhi cara sistem bergerak dan berubah.

B. Teorema Kemonotonan

Teorema kemonotonan adalah suatu teorema dalam analisis
diferensial. Teorema ini digunakan untuk menentukan apakah suatu
fungsi monoton naik atau turun di interval tertentu.
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1. Definisi Kemonotonan

a. Suatu fungsi fungsi f{x) dikatakan monoton naik di interval U
jika untuk setiap pasang bilangan x1 dn x2 di interval tersebut
f(x1) < f(x2) dimana x1 < x2,x1 danx2 € U.

b. Suatu fungsi f{x) dikatakan monoton turun di interval U jika
untuk setiap pasang bilangan xI dn x2 di interval U, f{x1) >
f(x2) dimana x1 > x2, xI danx2 € U.

Dalam menentukan selang fungsi U monoton naik atau turun,
sederhananya sebagai gradien dari suatu garis didefinisikan sebagai
tangen sudut ¢ yang dibentuk oleh garis tersebut dengan sumbu x
positif menjadi m= tan ¢, bila sudut lancip maka m > 0 dan jika tumpul
m < 0 karena gradien garis singgung suatu kurva y = f{x) ditik (x,y)
diberikan dengan m = f(x) dan selang fungsi naik atau turun
ditentukan oleh nilai gradiennya, yakni m > 0 maka disebut fungsi
monoton naik dan m < 0 disebut fungsi monoton turun.

Indikasi kemonotonan juga dapat dijelaskan seperti pada
gambar 8.1, dimana berdasarkan definisi di atas, maka dapat
disederhanakan bahwa fungsi mengalami monoton naik jika nilai
outputnya selalu meningkat, dimana garis singgung kurva berada
pada sisi kiri grafik fungsi begitu pula sebaliknya monoton turun jika
outputnya selalu menurun, yakni garis singgung kurva berada pada

sisi kanan grafik fungsi.
/ 1 \

Gambar 8. 1 Gambar Indikasi kemonotonan dengan mengacu pada
turunan pertama dari fungsi f(x)

X
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2. Syarat Monotonitas

Berdasarkan teorema monotonis di atas, maka syarat monotonis
harus memenubhi kriteria berikut:

1) Ditinjau dari bentuk grafik, terjadi kenaikan dan penurunan
Grafik dari suatu fungsi:

a. fungsi monoton naik memiliki grafik yang selalu meningkat
dari kiri ke kanan.

b. fungsi monoton turun memiliki grafik yang selalu menurun
dari kanan ke Kkiri.

2) Ditinjau dari persamaannya dapat menentukan turunan pertama
dari suatu fungsi.

a. Jika turunan pertama positif yakni m = f(x) > 0, pada interval
U, maka fungsi f(x) naik di interval tersebut.

b. Jika turunan pertama negatif yakni m = f(x), pada interval U,
maka fungsi f(x) turun di interval tersebut.

3. Aplikasi Kemonotonan

Merupakan penggunaan teorema kemonotonan dalam berbagai
bidang untuk menentukan naik atau turunnya suatu fungsi dinterval
tertentu.

a. Analisis minimum dan maksimum
Digunakan untuk menentukan titik ekstrim (masksimum atau
minimum) dari suatu fungsi. Titik ekstrim tercapai pada saat
turunan pertama fungsi tersebut, f'(x) = 0.

Untuk menetukan titik ekstrim (maksimum atau minimum) dari
suatu fungsi. Titik ekstrim tercapai saat turunan pertama fungsi
tersebut sama dengan nol.

Jika terdapat fungsi f(x) = x* — 6x2 + 9x + 1,
Maka f'(x) = 4x3 —12x+9

Titik ekstrim tercapai pada saat f'(x) = 0, yaitu saat nilai x =
3 3

—-danx ==
2 2
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b.

C.

1)

104

Analisis Elastisitas:

e Dalam bidang ekonomi, teorema kemonotonan digunakan
untuk menganalisis elastisitas permintaan dan penawaran.
Misalnya, jika fungsi biaya atau laba monoton naik, maka
elastisitasnya dapat diidentifikasi.

e Dalam fisika dan teknik, teorema kemonotonan digunakan
untuk menganalisis perilaku benda elastis ketika diberi gaya
Tarik.

e Elastisitas dalam bidang teknik tenaga listrik merujuk pada
kemampuan sistem listrik untuk menyesuaikan diri dengan
perubahan kondisi operasional tanpa mengalami kerusakan
signifika.

Analisis Grafik Fungsi:

Teorema kemonotonan digunakan untuk menentukan

monotonitas suatu fungsi. Jika turunan pertama bernilai positif,

maka fungsi naik; jika bernilai negatif, maka fungsi turun.

Jika terdapat fungs f(x) = x* — 6x% + 9x + 1i,
Maka f'(x) = 4x3 —12x +9

Fungsi f(x) naik pada interval (1, ) dan turun pada interval
(=90, 1).

Contoh

Suatu fungsi Cosinus f(x) = cosx, pada interval { 0°, 360°}.
Tentukan kemonotonan fungsi naik dan turun.

Analisis Kemonotonan:

a). Turunan Pertama:
f'(x) = —sinx

b). Titik Nol Turunan:

Untuk menetukan interval fungsi naik dan turun, cari titik-titik
nol turunan, yaitu ketika f'(x) = 0, yakni —sinx = 0 dan ini
hanya dapat terjadi pada

x = 0°,180° dan 360°
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c). Uji Nilai Turunan:

e Pada interval 0°,180°, nilai —sinx = positif, sehingga
f'(x) > 0 dan fungsi naik.

e Pada interval 180°,360° , nilai —sinx = negatif ,
sehingga f'(x) < 0 dan fungsi turun.

19 \
AT 2

2

Gambar 8. 2 Illustrasi grafik soal no.1, fungsi f(x) dan turunannya f’(x)

2) Contoh untuk fungsi yang lain :
flx)= x3+2x2—5x+2
Analisis Kemonotonan:
a). Turunan Pertama:

fl(x)=3x2+2x-5

b). Titik Nilai Turunan:
Untuk menetukan interval fungsi naik dan turun, cari titik-titik
nol turunan, yaitu ketika f’(x) = 0, yakni 3x?> + 2x —5=10
dan ini hanya dapat terjadi pada

= —1dan =
X Cl'l’l3
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¢). Uji Nilai Turunan:
e Padainterval —oo, —1, nilai f'(x) < 0, dan fungsi turun.
e Padainterval —1, g, nilai f'(x) > 0 dan fungsi naik

. 5 o .
e Padainterval 3% nilai f'(x) < 0, dan fungsi turun.

f
} N
) y

Gambar 8. 3 Illustrasi grafik soal no.2, fungsi f (x) dan turunannya f’(x)

3) Contoh fungsi kosinus yang lain
f(x) = 3cos (3x — 15) + 5, pada interval {0°, 360°}
Analisis Kemonotonan:
a). Turunan Pertama:
f'(x) = —9sin(3x — 15)
b). Titik Nol Turunan:

Untuk menetukan interval fungsi naik dan turun, cari titik-titik nol
turunan, yaitu ketika f'(x) = 0, yakni —9sin(3x — 15) = 0 dan
ini hanya dapat terjadi pada

x = 52,65% 1259185 245°, dan 305°
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c). Uji Nilai Turunan:

e Pada interval 0°,5° , nilai —9sin(3x — 15) = positif ,
sehingga f'(x) > 0 dan fungsi naik.

e Pada interval 5°,65°, nilai —9 sin(3x — 15) = negatif ,
sehingga f'(x) < 0 dan fungsi turun.

e Pada interval 65°,125%, nilai —9 sin(3x — 15) = positif ,
sehingga f'(x) > 0 dan fungsi naik.

e Pada interval 125°,185°, nilai —9 sin(3x — 15) = negatif,
sehingga f'(x) < 0 dan fungsi turun.

e Pada interval 185°,245°, nilai — 9 sin(3x — 15) = positif,
sehingga f'(x) > 0 dan fungsi naik.

e Pada interval 245°,305°, nilai —9 sin(3x — 15) = negatif,
sehingga f'(x) < 0 dan fungsi turun.

e Pada interval 305°,360°, nilai —9 sin(3x — 15) = positif,
sehingga f'(x) > 0 dan fungsi naik.

10

. \ | ' \ |
A MA\ /
VV |

VULV

-10

fx) |

Gambar 8. 4 [llustrasi grafik soal no.3, fungsi f(x) dan turunannya f’(x)
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C. Teorema Kecekungan

Kecekungan merupakan suatu konteks kalkulus yang digunakan untuk
menggambarkan bagaimana suatu fungsi berubah secara grafis.
Karakteristik suatu fungsi yang naik atau turun dapat digunakan untuk
mendeskripsikan grafik fungsi tersebut. Selain itu, apabila ddiketahui letak
selang yang membuat turunan pertama naik atau turun maka dapat
ditentukan letak grafik fungsi f (x) yang akan cekung ke atas atau cekung
ke bawah.

1. Defenisi Kecekungan

Kecekungan suatu fungsi f{x) dapat didefenisikan melalui turunan pertama
dan kedua.

a. Fungsi f(x) dikatakan cekung ke atas pada suatu interval U jika
turunan pertamanya f‘(x) cenderung meningkat pada interval
tersebut.

b. Sebaliknya, jika f ‘(x) cenderung menurun, maka fungsi f (x)
dikatakan cekung ke baawah pada interval U.

2.  Syarat Kecekungan

Interpretasi grafik kecekungan dari suatu fungsi Grafik (Gambar 8.4)
menjadi syarat kecekungan sebagai berikut:

a. Cekungkeatas;Jika f”(x) > 0 untuksemuaxdalam interval U. Hal
ini berarti bahawa grafik f(x) berada di atas semua garis
singgungnya pada interval tersebut (Gambar 8.5 a)

b. Grafik cekung ke bawah; jia f'(x) < 0 untuk semua x dalam
interval U. Hal ini berarti bahawa grafik f(x) berada di bawah
semua garis singgungnya pada interval tersebut. (Gambar 8.5 b)
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A\

Celung ke bawih,
f'turun

-

-
X

(a) Grafik f terletale di atas semun gatis singgungnya

Gambar 8.5 a. Interpretasi grafi

A

(b} Grafik f terletal: di hawszh semua garis singgungnya

k kecekungan ke atas; b.Interpretasi

grafik kecekungan ke bawah

3. Aplikasi Kecekungan

Teorema uji kecekungan menunjukkan bagaimana penggunaan turunan
kedua suatu fungsi untuk menentukan selang di mana grafik f{x) tersebut

cekung ke atas atau cekung ke b

awah. Perhatikan implementasi teori

tersebut pada berikut:
Ay
=0 1
m= Cekung
Cekung ke atas
ke Hawah m=-1 \ .
-1 1 2 x
]
I
: m=o
X T : ﬁx):ixf’—x
: . 3
I Ay :
| 1
. 1t !
| 1
1
\ :
(-1, 0 (1. 0) 2 x
fe=x2—1
(0, -1)

Gambar 8. 6 Implementasi turunan kedua untuk menetukan interval dari
cekung ke atas atau ke bawah.

109



Kalkulus 1

4. Contoh
1) Suatu fungsi f(x) = x3 — 6x% + 9x + 2
Analisis Kecekungan :
a) Turunan Pertama:
f/(x)=3x>—-12x+9
b) Turunan Kedua:
f'(x) =6x—12

c) Titik Nol Turunan Kedua:
Untuk menetukan titik-titik belok, cari titik-titik nol turunan
kedua, yaitu ketika 6x — 12 = 0, ini hanya terjadi padax = 2

d) Uji Tanda Turunan Kedua:
e Padainterval (oo, 2), nilai f"(x) < 0, grafik cekung ke bawah

e Padainterval (2, o), nilai f"(x) > 0, grafik cekung ke atas

D. Hubungan Antara Kemonotonan dan
Kecekungan

Kemonotonan adalah sifat suatu fungsi yang menunjukkan bagaimana
grafik berubah bentuk. Sedangkan kecekungan adalah karakter suatu
fungsi yang menunjukkan bentuk grafiknya. Hubungan antaran
kemonotoan dan Kecekungan sebagai berikut :

1) Turunan Pertama terhadap Kemonotonan; turunan pertama
digunakan untuk menetukan kemonotonan suatu fungsi.

2) Turunan Kedua terhadap Kecekungan; turunan kedua untuk
menentukan kecekungan suaut fungsi.

3) Analsisis Gafik; kemonotonan dan kecekungan digunakan bersamaan
untuk mendeskripsikan bentuk grafik suatu fungsi secara lengkap.
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Gambar 8. 7 Illustrasi grafik soal no.1, fungsi f (x) dan turunannya f’(x),

Tabel 8. 1 Hasil analisis kecekungan

dan f”(x)

Interval Nilai uji Turunan kedua | Hasil

(00,2) x=-1 fx)<0 Cekung ke
bawah

(2, 0) x=3 fx)>0 Cekung ke atas
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BAB 9
APLIKASI TURUNAN

A. Pendahuluan

Pada bab ini kita akan membahas aplikasi atau penerapan turunan
dalam berbagai bidang seperti halnya bidang sains, teknik atau
rekayasa, dan penerapan dibidang lainnya. Secara garis besar, suatu
persamaan diferensial yang mengandung turunan-turunan dari
suatu fungsi yang biasanya kita namakan fungsi f(x), akan kita
tentukan dari persamaan tersebut (Kreyszig, 1988). Konsep teoritis
aplikasi atau penerapan turunan pada berbagai bidang melibatkan
pemahaman yang mendalam tentang bagaimana turunan dapat
menggambarkan suatu laju perubahan terhadap variable yang akan
diamati, dan bagaimana konsep ini dapat digunakan dalam berbagai
konteks teoritis utama.

B. Penerapan Turunan

Aplikasi turunan pada bidang kalkulus (dasar) memiliki berbagai
penerapan yang sangat luas di berbagai bidang ilmu sains, teknik
(rekayasa) maupun penerapan-penerapan dibidang lainnya,
diantaranya:

1. Turunan dapat diaplikasikan untuk menentukan titik stationer
serta nilai maksimum dan minimum dari kurva: (Stroud & Booth,
2003)

. . . . d
Dari kurva turunan pertama, akan kita peroleh titik stationer: d—i =0
Untuk kurva turunan kedua, kita akan lihat bahwa:
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dx?
d?y

—y < 0 (negatif) untuk y maksimum

> 0 (positif) untuk y minimum

> = 0 (nol) untuk titik belok
dx

Contoh soal:

3 2
Carilah titik stationer pada grafik fungsi y = x? + x? —6x+4.

Tentukanlah jenis titik-titik dari grafik fungsi ini dan sketsa grafik
fungsinya.

Penyelesaian:

114

Titik stationer diperoleh dengan menurunkan grafik fungsi
kurvay =0

dy _ 4 X _

dx dx( + 6x+4)
ay _ 2 _

ool +x—6
x?+x—-6=0

Untuk mencari nilai x dapat kita lakukan dengan cara
pemfaktoran sebagai berikut:

(x—2)x+3)=0
x1=2danx; =-3

Mencari nilai y maksimum/minimum dapat kita lakukan

dengan melihat hasil dari turunan kedua:
a2y _d 2, _

—3 = dx(x +x—6)

dZ

ﬁ =2x+1

Subtitusikan nila x = 2 dan x = -3, akan diperoleh:

dzy - . dzy
—2(2) = 2(2) + 1 =5, nilai y minimum karena—2 >0

( 3) = 2(—3) + 1 = -5, nilai y maksimum karena— <0

dx2
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e Gambar sketsa grafik fungsi

20,0

15,0

-5,0

Gambar 9. 1 Grafik fungsi contoh soal 1

2. Turunan dapat diaplikasikan untuk menghitung kecepatan dan
percepatan suatu partikel (P) sepanjang suatu garis lurus secara
lengkap dinyatakan oleh persamaan s(t) = f(t) dengan t >0,
dimana turunan pertama dari fungsi posisi merupakan kecepatan
(v) dan percepatan (a) merupakan turunan kedua dari fungsi
posisi. (Yahya, H.S, & S, 2014)

Jika:
a. v>0, P bergerak searah dengan naiknya s
b. v<0,P bergerak searah turunnya s
c. v=0,P dalam keadaan diam.
d. Jikaa> 0, vnaik, dan jikaa <0, v turun

Contoh Soal:

Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus dengan persamaan
posisi s(t) = 2t3 — t2 + 3t, dimana s merupakan jarak dalam satuan
meter dan t merupakan waktu dalam satuan detik. Tentukan
kecepatan dan percepatan benda tersebut pada t = 5 detik.

Penyelesaian:
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d 3 2
v(t)zE(Zt —t“+ 3t)

v(t) =2x3xt3 T —2xt?7 1 +3x¢1t

v(t) =6t2—-2t+3
Maka kecepatan pada saatt = 5 detik

v(5) = 6(5)2 —2(5)+ 3 =143m/s
Untuk mencari percepatan, maka kita akan menurunkan hasil dari
kecepatan terhadap waktu (t) sebagai berikut:

a(t) = %(&2 —-2t+3)

a(t) =2x6t>71 —1x2t171
a(t) =12t -2
Maka percepatan pada t = 5 detik
a(5) =12(5) —2 = 58m/s?
3. Turunan dapat diaplikasikan dalam bidang bisnis dan

manajemen, untuk mengoptimalkan fungsi biaya: TC = FC +

VC = f(Q), dimana rumus biaya marginal (marginal cost-MC):

MC = AAT—QC. Dengan menggunakan turunan MC = CZLQC =TC

a. TCmin syaratnya (TC’ > 0, TC’ = 0 atau MC’ = 0)

b. MC min syaratnya (MC”">0, MC’= 0, atau TC’=0) (Sarjono &
Sanny, 2012)

Contoh soal:

Biaya total (total cost-TC) yang dikeluarkan oleh sebuah industri
petrokimia mengikuti persamaan TC(Q) = Q3 —3Q? —9Q + 1200.
Tentukanlah:

a. Fungsi MC
b. Tingkat produksi ketika TC min
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c. Besar TC min tersebut
Penyelesaian:
a. Fungsi MC
MC =TC'

TC' = i(Q3 — 302 — 90Q + 1200)
aqQ

TC' =303 1-2x30%1—-1x9Q'1?
TC' =3Q%-6Q -9
b. Tingkat produksi ketika TC min,

Syarat TC min adalah TC’ = 0 dan TC">0

30°-6Q—-9=0

Q?-20-3=0

Untuk menyelesaikan bentuk persamaan kuadrat diatas kita

dapat lakukan sebagai berikut:

Faktorkan:
@Q@-3)Q@+1)=0
Q=3danQ=-1
atau
Rumus abc:
aQ*?+bQ+c=0
—b +Vb? — 4ac
Q= >
a
_2£(=2)2 - 4(1)(-3)
0= 2(1)
_2+V16 2+4

2 2
Q=3danQ=-1
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TC"—d 30%2 -6 9
_E(Q_Q_)

TC" =60 — 6
TC"(3) = 6(3) — 6 =12, karena nilai TC"(3) > 0 (memenuhi
syarat)

TC"(—1) = 6(—1) — 6 = —12, karena nilai TC"(—1) < 0 fungsi
maksimum (tidak memenuhi syarat)

Jadi, TC min terjadi pada tingkat produksi sebesar 3 unit
c. Besar TC min tersebut
TC(Q) = Q3 —3Q%—-9Q + 1200
TCrmin(3) = 3% —3(3)2 —9(3) + 1200
TCpin(3) =27 —27 —27 4+ 1200
TCpnin(3) = 1173
4. Turunan dapat digunakan untuk menggambarkan laju perubahan

dari suatu fungsi seperti untuk mempelajari laju pertumbuhan
populasi suatu spesies.

Contoh soal:

Populasi suatu spesies tumbuh sesuai dengan model fungsi P(t) =
100e%°t, di mana P(t) adalah populasi pada t tahun. Tentukan laju
pertumbuhan populasi pada saat t = 10 tahun dan tentukan kapan
populasi mencapai 1000.

Penyelesaian:
d

P'(t) = —(100e%3t

(8) = (100°%%)

P'(t) = 50e%5¢

Untuk menentukan laju pertumbuhan populasi pada t = 10 tahun,
maka subtitusikan t = 10 tahun ke fungsi P’(t), diperoleh:

P'(10) = 50e%°10) = 7420,66 individu per tahun
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Untuk menentukan waktu saat populasi mencapai P(t) = 1000
1000 = 100e%5¢
10 = e

In(10) = 0,5t

t = ln(lo)/o’5 = 4,6 tahun

5. Turunan dapat digunakan untuk mempelajari kecepatan
maksimum atau minimum suatu aliran fluida dan laju perubahan
kecepatan aliran fluida yang terjadi di dalam pipa.

Contoh Soal:

Kecepatan aliran suatu fluida di dalam pipa dinyatakan dengan
persamaan v(r) = (1 - ;—2) dimana r adalah jarak dari sumbu pipa,
dan R adalah radius pipa. Tentukan kecepatan maksimum dan laju
perubahan kecepatan terhadap r pada jarak r = g

Penyelesaian:

Kecepatan maksimum terjadi ketika v'(r) = 0

) d r?
17(7") =E<1—ﬁ>

2—=0>r=0

R2

Kecepatan maksimum terjadi padar=0

02
v(0) = <1—ﬁ> =1

Maka laju perubahan kecepatan terhadap r padar = ;:

. r
v(r)=2ﬁ

()44

4 2R
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6. Turunan dapat digunakan untuk menentukan arus listrik pada
sebuah rangkaian RLC seri. (Kreyszig, 1988)

Contoh soal:

Pada sebuah rangkaian RLC seri, tegangan V(t) diberikan oleh V(t) =
50e~%1tsin(mt) . Tentukan arus I(t) jika I(t) adalah turunan dari
tegangan terhadap waktu

Penyelesaian:
d
I(t) = E(SOe_O'ltsin(nt))

Karena bentuk turunan diatas merupakan bentuk perkalian maka
dapat kita selesaikan dengan cara turunan berantai:

d d
I(t) = sin(nt) E(SOe‘O'“) + 50e‘0'1ta(sin(nt))

1(t) = sin(mt)(—5e %) + 50e =% (ncos(nt))
1(t) = 50e~%1(—0,1sin(mt) + mcos(mt))

7. Turunan dapat digunakan untuk menghitung perubahan laju
reaksi kimia yang bergantung terhadap konsentrasi yang terjadi
pada reaktor gelembung pancaran.

Contoh soal:

Dalam reaksi kimia tertentu, laju reaksi r (dalam satuan mol per liter
detik) tergantung terhadap konsentrasi C (dalam satuan mol per liter)
menurut persamaan r = kC", di mana k adalah konstanta laju reaksi
dan n adalah orde reaksi (Levenspiel, 1999). Apabila diketahui bahwa
k=0,05dann=3.

a. Tentukan laju perubahan laju reaksi terhadap waktu jika
konsentrasi berubah menurut €(t) = 10 — 0,1t , dimana t adalah
waktu dalam satuan detik.

b. Hitung laju perubahan laju reaksi pada t = 60 detik

Penyelesaian:
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Subtitusikan C(t) ke persamaan r dan nilai k serta n, maka akan
diperoleh:

r =0,05(10 — 0,1t)3

d : : .
Untuk menentukan d—z dapat kita gunakan aturan rantai sebagai
berikut:

dr _ d (0,05(10 — 0,1t)?)
dt  dt ’
T
Frie 3 x 0,05 x (10 — 0,1¢t)371(-0,1)
dr
— = —0,015(10 — 0,1t)?
It ( )
Maka laju perubahan reaksi pada t = 60 detik:
dr
Frie —0,015(10 — 0,1 x 60)% = —024

8. Turunan dapat digunakan untuk menyelesaikan fenomena
kedalaman penetrasi gelembung yang terjadi di dalam kolom
gelembung pancaran terhadap kecepatan cairan yang keluar dari
nozzle (Nugroho, Adisalamun, & Machdar, 2014), dapat
dimodelkan dengan persamaan diferensial yang melibatkan
turunan suatu fungsi.

Contoh soal:

Kedalaman penetrasi gelembung Z (dalam satuan meter) yang terjadi
di dalam kolom gelembung pancaran terhadap kecepatan cairan v
(dalam satuan liter per menit) keluar nozzle dapat dijabarakan dalam
suatu persamaan:

Z(v) =902 X 10—2,2067+1,2347log(3,4—17)—0,3834([093,41;)2
Tetukan laju perubahan kedalaman penetrasi gelembung maksimum

(Zmax) terhadap kecepatan cairan, dan berapa kedalam penetrasi
gelembung pada saat kecepatan cairan (v) = 15 liter/menit

Penyelesaian:
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Menentukan laju perubahan kedalaman penetrasi gelembung
atZ(v)_0
dv

maksimum terhadap kecepatan cairan, maka
Z(U) =902 X 10—2,2067+1,2347log(3,41})—0,3834(10g3,4v)2
ln{Z(v)} =1[n9.02 + lnl0_2’2067+1'2347109(3’41;)_0'3834(10‘(]3‘4”)2

In{Z(v)} = n9,02 + {—2,2067 + 1,2347log(3,4v) —
0,3834(log3,4v)%}In10
LdZ(v) _ {1,2347 _ 0,7668log3,4v
Z(v) dv ~ lwvinto vin10
dz(v) _

dv Z(v){
0=9,02 X%

10~22067+1,234710g(3,4v)—0,3834(l0g3,4v)> {12347—0:76681093:417}
v

}ln10

1,2347—0,7668105]3,417}
v

1,2347 = 0,7668log3,4v
v =11,9 liter/menit
Kedalaman penetrasi gelembung pada saat v = 15 liter/menit

Z(15) = 9,02 x 10~2:2067+1,234710g(3,4x15)~0,3834(l0g3,4x15)>
Z(15) = 0,55 dm

9. Turunan dapat digunakan untuk menghitung perubahan
konsentrasi penyisihan amonia dengan menggunakan udara
stripping pada kolom gelembung pancaran. (Nugroho, 2017)

Contoh soal:

Hasil penelitian terhadap perubahan konsentrasi penyisihan amonia
(dalam satuan ppm) yang terkandung didalam limbah cair terhadap
waktu (dalam satuan jam) dapat dinyatakan dalam persamaan C(t) =
266,84e~%21t  Hitunglah laju perubahan konsentrasi penyisihan
amonia pada saat t = 10 jam dan berapa waktu yang dibutuhkan untuk
menyisihkan kadar amonia mencapai 10 ppm?

Penyelesaian:

122



Kalkulus 1

a. Laju perubahan konsentrasi penyisihan amonia
dc
C'(t) = 5(266’846—0,6216 — _165,7¢-0621t

Maka perubahan konsentrasi penyisihan amonia pada saat t = 10 jam
C'(3) = —165,7e~%621(10) = _( 333 ppm per jam.

b. Waktu yang dibutuhkan untuk menyisihkan kadar amonia
mencapai C(t) = 10 ppm

10 = 266,84¢ 0621t

n(1%,66,8)

t =
-0,621

= 5,3 jam

10. Turunan dapat diaplikasikan untuk menghitung kecepatan cairan
yang keluar dari suatu bejana yang berbentuk kerucut terbalik.
(Sastry, 2008)

Contoh soal:

Sebuah bejana berbentuk kerucut terbalik dengan sudut semivertikal
30e. Air dituangkan ke dalam bejana ini dengan laju Z—: = 150 cc per

detik. Hitunglah laju kenaikan permukaan air ketika kedalamannya 5
cm.

Solusi:

Volume kerucut :
_1_ .2
V= 3 TX°Y
tan(30°) == > x =1
an(30°) 5% /\/?:y

Ketika x = 1/\/§y , maka:

- irllp)>
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V=%ny3
w_1 2y 2y
dt_9”(3y )dt

dV_l Zdy
ac 3% 4

Diketahui % = 150 cc/detik ketika y = 5 cm maka akan diperoleh laju
kenaikan permukaan air, sebagai berikut:

ay _ W/4 150

at L,z 1oz
at  Smy 37(5)

dy _ 18 .
i cm/detik

Hal ini berarti permukaan air naik dengan kecepatan 1;8 cm/detik
ketika kedalaman air 5 cm.

Soal Latihan:

1. Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus dengan persamaan
posisi s(t) = t* — 2t3 + 3t2 — 4t , dimana s merupakan jarak
dalam satuan meter dan t merupakan waktu dalam satuan detik.
Tentukan kecepatan (v) dan percepatan benda (a) tersebut pada
t = 2 detik.

2. Sebuah industri farmasi ingin memproduksi suatu barang dengan
biaya minimum. Biaya produksi C (dalam jutaan rupiah) sebagai
suatu fungsi dari jumlah barang yang harus diproduksi x adalah
C(x) = x3 — 3x? + 3x + 4 untuk meminimalkan biaya produksi.

3. Populasi suatu spesies tumbuh sesuai dengan model fungsi
P(t) = 100e%', di mana P(t) adalah populasi pada t tahun.
Tentukan laju pertumbuhan populasi pada saat t = 5 tahun dan
tentukan kapan populasi mencapai 500.

4. Kecepatan aliran suatu fluida di dalam pipa dinyatakan dengan

2
persamaan v(r) = (9 - %) dimana r adalah jarak dari sumbu
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pipa, dan R adalah radius pipa. Tentukan kecepatan maksimum
dan laju perubahan kecepatan terhadap r pada jarak r = g.

5. Dalam sebuah rangkaian RLC seri, tegangan V(t) diberikan oleh
V(t) = 25e7%tsin(2mt) . Tentukan arus I(t) jika I(t) adalah
turunan dari tegangan terhadap waktu.

6. Dalam reaksi kimia tertentu, laju reaksi r (dalam satuan mol per
liter detik) tergantung terhadap konsentrasi C (dalam satuan mol
per liter) menurut persamaan r = kC"™, di mana k adalah
konstanta laju reaksi dan n adalah orde reaksi. Apabila diketahui
bahwa k=0,1dann=2.

a. Tentukan laju perubahan laju reaksi terhadap waktu jika
konsentrasi berubah menurut C(t) =5 — 0,5¢t, dimana t adalah
waktu dalam detik.

b. Hitung laju perubahan laju reaksi pada t = 30 detik

7. Hasil penelitian terhadap perubahan konsentrasi penyisihan
amonia (dalam satuan ppm) yang terkandung didalam limbah
cair terhadap waktu (dalam satuan jam) dapat dinyatakan dalam
persamaan C(t) = 185,42¢~%338" | Hitunglah laju perubahan
konsentrasi penyisihan amonia pada saat t = 5 jam dan berapa
waktu yang dibutuhkan untuk menyisihkan kadar amonia
mencapai 5 ppm?

8. Sebuah bejana berbentuk kerucut terbalik dengan sudut
semivertikal 60¢. Air dituangkan ke dalam bejana ini dengan laju
12 liter per menit. Hitunglah laju kenaikan permukaan air ketika
kedalamannya 2 dm.

Solusi Soal Latihan:
1. Kecepatan pada t =2 detik
v(2) =4(12)3-6(2)2+6(2)—4=16 m/s
Percepatan pada t = 2 detik
a(2) =12(2)? —12(2) + 6 = 30 m/s?
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2. C'(t)=3x>—6x+3
x2=2x+1=0
x=1
C'()=6(1)—6=0

3. Laju pertumbuhan populasi pada t = 5 tahun
P'(5) = 10e%1®) = 16,5 individu per tahun
Waktu popolasi pada P(t) = 500

500
t = ln( /100)/0 1= 16,1 tahun

4. Kecepatan maksimum terjadi padar=0
2
v(0) = (9—%) ~9

Maka laju perubahan kecepatan terhadap r padar = R

9:
R
v (3)- “o\_ 2
9 R? 9R
5. I(t) = 25e~%5t{—0,5tsin(2mt) + 2mcos(2mt)}
6. a.Laju perubahan laju reaksi terhadap t
&~ 0,05t - 0,5
dat
b. Laju perubahan laju reaktu pada t = 30 detik
dar _ _ _
e 0,05(30)-0,5=1
7. Laju perubahan konsentrasi penyisihan amonia pada t =5 jam

C'(5) = —62,672e~%3385) = —_11,56 ppm/jam

Waktu yang dibutuhkan untuk menyisihkan kadar amonia
mencapai C(t) =5 ppm
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b n( /185,42) =10,7 jam
-0,338
8. V=my3
dv dy
— =3 27
ac ~ " de
dy 12 l .
prilewroor Rl dm/menit
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BAB 10
INTEGRAL

A. Pengantar Konsep Integral
1. Archimedes dan Konsep Integral

Archimedes (287 SM-212 SM) adalah seorang matematikawan dan
ilmuwan Yunani yang dikenal sebagai salah satu pionir dalam
pengembangan konsep integral. Ia lahir di Sirakusa, Sisilia, dan banyak
informasi tentang kehidupannya berasal dari biografer Romawi,
Plutarch. Archimedes diakui sebagai salah satu matematikawan
terbesar sepanjang masa, dan kontribusinya dalam bidang
matematika sangat memengaruhi perkembangan kalkulus integral.

Salah satu pencapaian terbesar Archimedes adalah
pengembangan Methode of Exhaustion, sebuah teknik yang digunakan
untuk menghitung luas dan volume. Metode ini sangat mendekati
prinsip-prinsip kalkulus integral modern, di mana luas di bawah kurva
dan volume benda dapat dihitung dengan membagi bentuk tersebut
menjadi bagian-bagian kecil dan menjumlahkan hasilnya. Dalam
karya-karyanya, Archimedes menggunakan metode kehabisan untuk
menemukan luas area yang dibatasi oleh parabola dan spiral serta
menghitung volume silinder, paraboloid, dan segmen bola.

Dalam salah satu penemuan yang paling terkenal, Archimedes
menunjukkan bahwa volume bola adalah dua pertiga dari volume
silinder terkecil yang dapat menampungnya. Pencapaian ini
mencerminkan pemahaman awal tentang bagaimana menghitung
volume dan luas dengan pendekatan yang mirip dengan kalkulus
integral, meskipun tanpa alat aljabar dan sistem bilangan yang kita
miliki saat ini.
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Archimedes juga memberikan prosedur untuk mendekati nilai
T dan mengembangkan teknik untuk menghitung akar kuadrat, yang
menunjukkan kemampuannya dalam merumuskan dan menerapkan
konsep matematika yang kompleks. Di dalam risalahnya yang
berjudul The Method of Mechanical Theorems, yang ditemukan pada
tahun 1906, Archimedes menjelaskan bagaimana ia menggunakan
pendekatan yang mengantisipasi ide-ide kalkulus integral. Dalam
risalah ini, ia menggambarkan proses dan penemuan matematisnya
dengan cara yang sangat relevan bagi perkembangan konsep integral.

Kontribusi Archimedes dalam bidang integral dan metodenya
memberikan dasar yang kuat bagi perkembangan lebih lanjut dalam
kalkulus. Meskipun ia bekerja dalam konteks sistem penomoran
Yunani yang terbatas, cara berpikir dan tekniknya tetap relevan
hingga kini, menunjukkan bahwa pemikiran matematisnya jauh
melampaui zamannya (Anton et al., 2012).

2. Pengertian Integral

Integral berkaitan erat dengan perhitungan luasm volume, atau
akumulasi suatu besaran. Untuk fungsi f yang didefinisikan pada
interval [a, b], integral dari f pada interval tersebut dilambangkan
dengan:

fbf (x)dx

Simbol | disebut sebagai tanda integral, yang pada awalnya
berasal dari huruf "s" yang memanjang, melambangkan "sum" atau
penjumlahan. Dalam konteks ini, a adalah batas bawah dan b adalah
batas atas integrasi, sedangkan dx menunjukkan bahwa

pengintegralan dilakukan terhadap variabel x.

Secara umum, integral dapat dibagi menjadi dua kategori
utama: integral tak tentu dan integral tertentu. Integral tak tentu
adalah suatu konsep dalam kalkulus yang berkaitan dengan
menemukan fungsi yang, ketika diturunkan, menghasilkan fungsi
asalnya. Hasil dari integral tak tentu ditulis sebagai fungsi baru,
ditambah dengan angka tetap (konstanta). Ini menunjukkan bahwa
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ada banyak fungsi yang bisa menjadi hasil antiderivatif tersebut.
Integral tak tentu mencerminkan hubungan antara turunan dan fungsi
asal.

Sementara itu, integral tentu digunakan untuk menghitung luas
area di bawah kurva suatu fungsi antara dua titik tertentu, yaitu batas
bawah a dan batas atas b. Hasil dari integral tentu adalah angka yang
menunjukkan seberapa besar luas area tersebut. Integral dapat
dinyatakan dalam notasi matematika sebagai berikut:

e Integral Tak Tentu: | f(x) dx
o Integral Tentu: ff f (x)dx

Di sini, f(x) adalah fungsi yang diintegrasikan, dan a dan b adalah
batas bawah dan batas atas dari integral tertentu.

B. Integral Tak Tentu

1. Definisi Integral Tak tentu

Integral tak tentu adalah suatu proses matematika yang digunakan
untuk menemukan fungsi asli dari sebuah fungsi turunan yang telah
diketahui. Berbeda dengan integral tentu yang memberikan nilai
numerik spesifik, integral tak tentu menghasilkan fungsi keluarga
yang mencakup semua kemungkinan fungsi yang dapat memiliki
turunan sama. Ini ditunjukkan dengan adanya konstanta integrasi
yang biasanya dilambangkan dengan C.

Notasi untuk integral tak tentu adalah:

ff(x)dx =F(x)+ C

Keterangan:

e [ adalah simbol integral (diperkenalkan oleh Leibniz)

e f(x) disebut integrand, yaitu fungsi yang diintegralkan.

e dx adalah simbol yang menunjukkan variabel yang digunakan
dalam integrasi.
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e F(x) adalah antiderivatif dari f(x), yaitu fungsi yang jika
diturunkan, akan menghasilkan f(x).

e ( adalah konstanta integrasi yang tidak diketahui, karena
antiderivatif tidak unik — tidak setiap fungsi dapt ditambah
dengan suatu konstanta tanpa mengubah sifat dasar dari
turunan.

Sebagai contoh, jika kita memiliki fungsi:
fx) = x?
Antiderivatifnya adalah:

1
F(x)=§x3+C

Ini dapat diverifikasi dengan mengambil turunan dari F(x) yang akan
menghasilkan kembali fungsi asal, yaitu f(x) = x2.

Proses integral tak tentu ini disebut juga antidiferensiasi, karena
kebalikan dari diferensiasi (turunan). Secara umum setiap
antoderivatif dari suatu fungsi dapat ditemukan dengan menambah
konstanta € pada hasil integrasi.

1
fxzdx=§x3+C

maka setiap turunan dari bentuk % x3 4+ C akan menghasilkan
kembali f(x) = x2.
2. Rumus-rumus Dasar Integral Tak Tentu

Berikut adalah beberapa rumus dasar integral tak tentu yang sering
digunakan:

a. Fungsi Polinomial

xn+1
" dx = C 1
jx x n+1+ (n #1)
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b. Fungsi Eksponensial

fexdx=ex+C

o

Fungsi trigonometri
[sin(x)dx = — cos(x) + C
[ cos(x)dx = sin(x) + C

[ sec?(x) dx = tan(x) + C

o [ csc?(x)dx = — cot(x) +C
e [sec(x)tanxdx = sec(x)+C
e Jcsc(x)cotxdx = — csc(x)+C

d. Fungsi Rasional
1
f—dx=ln|x|+C
X
e. Fungsi Akar

f\/de= fx%dx

3. Teknik-teknik Pengintegralkan

Dalam menyelesaikan soal integral tak tentu, terdapat beberapa
teknik yang dapat digunakan tergantung pada bentuk fungsi yang
diintegralkan. Berikut adalah teknik-teknik umum yang bisa dipakai:

a. Substitusi

Metode substitusi digunakan ketika fungsi yang diintegralkan
memiliki bentuk komposit, yaitu fungsi dari fungsi lain. Kita dapat
mengganti variabel untuk menyederhanakan integral.

Langkah-Langkah Substitusi:

¢ Tentukan bagian dalam dari fungsi yang diintegralkan, dan
ganti dengan variabel baru.

e Diferensiasikan variabel baru tersebut untuk menggantikan
dx.
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e Integralkan fungsi yang sudah disederhanakan.
e Kembalikan variabel asli ke dalam hasil akhir.

Contoh:
fo e dx
Substitusiu = x2, sehingga du = 2x dx. Integral menjadi:
je”duz elt4+C=eX +C

b. Pengintegralan Parsial

Teknik ini digunakan ketika kita mengintegralkan produk dari
dua fungsi. Rumus dasarnya adalah:

fudu=u v — fvdu

Di mana u dan dv adalah fungsi yang dipilih dari integran awal,
yang kemudian diturunkan dan diintegralkan secara terpisah.

Langkah-Langkah:
e Tentukan u dan dv dari integran.

e Hitung turunan dududu dan integral dari dv untuk
mendapatkan v.

e Terapkan rumus integrasi parsial.

fx-exdx

Pilih u = x dan dv = e* dx. Maka du = dx dan v = e”*. Dengan
rumus integral parsial:

Contoh:

fx-exdx=x-ex—fexdx=x-ex—ex+C
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c. Pengintegralan Fungsi Rasional dengan Pecahan Parsial

Fungsi rasional, yaitu pecahan dari polinomial, dapat
diintegralkan dengan cara memecahnya menjadi pecahan parsial
yang lebih sederhana.

21"
Pecahan tersebut dapat dipecah menjadi:
2x 1 1
2 = +
x*—-—1 x—-1 x+1
Sehingga integralnya adalah:

,[x—l x+f—dx—ln|x—1|+ln|x+1|+C

4. Aplikasi Integral Tak Tentu

Integral tak tentu tidak hanya merupakan alat analisis matematis yang
kuat, tetapi juga memiliki berbagai aplikasi praktis:

a. Fungsi Posisi dari Kecepatan atau Percepatan
Dalam fisika, integral tak tentu digunakan untuk menemukan
posisi dari sebuah objek jika diketahui kecepatannya. Misalkan
diketahui v(t) = 5t, maka posisi s(t) adalah:

2
s(t) = fv(t)dt= fStdt= 5%+C

Di mana C dapat ditentukan dari kondisi awal.

b. Penghitungan Luas dan Volume
Integral tak tentu juga digunakan dalam menghitung luas area di
bawah kurva dan volume benda padat dengan metode irisan.

5. Contoh Soal Integral Tak Tentu
1) Hitunglah:
f((2x3 + 4x)7(6x2 + 4)) dx
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e Pisahkan integral
f((2x3 +4x)7(6x% + 4)) dx = f(2x3 + 4x)7 dx

e Hitung integral pertama menggunakan substitusi

Misalkan x = 2x3 + 4x, maka turunan dari x adalah dx =
(6x% + 4) dx . Hal ini menunjukkan bahwa (6x? + 4) dx
dapat digantikan dengan dx, maka:

j((2x3 + 4x)7(6x% + 4)) dx = fx7 dx

e Hitung integral dari u” dengan rumus polinomial dengan n =

7
, x7+1 %8
fx dx = 7_|_1+C= §+C
¢ Kembalikan ke bentuk semula
2x3 + 4x)®
@x7+4x)" .
8
e Hasil akhirnya adalah:
2x3 + 4x)8
J((Zx3 + 4x)7(6x% + 4)) dx = % +C

2) Hitunglah: [(15x3 — 3 sec?(2x)) dx
Penyelesaian:
e Pisahkan integral

fle3 — 3 sec?(2x)) dx = f15x3 dx — fB sec?(2x) dx

e Hitung integral pertama menggunakan rumus integral
polinomial

Xn+1
"dx = C 1
fx x n+1+ (n#1)
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Dengann = 3:

3+1 4

+C =15 x+C—15 Y+ C
3+l 0 AT T

f15x3 dx =15 -

e Hitunglah integral kedua menggunakan substitusi

Misalkan u = 2x, maka = 2 dx atau dx = dTu.

du

f35ec2(2x) dx = 3 fsecz(u)- - = gfsecz(u) du

Karena:
fsecz(u)du = tan(u) + C = tan(2x) + C
Maka:
3
3 tan(2x) + C

e Gabungkan hasilnya setelah menghitung kedua integral, maka

hasil akhirnya adalah:
J15x3 — 3 sec?(2x)) dx = 175 x* — ; tan(2x) + C

3) Hitunglah
f 3vx dx

Penyelesaian:

e Ubah bentuk akar menjadi bentuk eksponensial:
1
3vVx = 3x2
e Hitung menggunakan rumus integral:

1
Dengann = >
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1
1 x(f)+1
fode=3- 1 +C
(z)+1
3
x2 2 3 3
=3 T+C:3 §X2+C=2X2+C
2

e Hasil akhirnya:
3
f 3Vxdx = 2x2+C

C. Integral Tentu

1. Pengertian Integral Tentu

Integral tentu adalah suatu cara untuk menghitung luas di bawah
kurva fungsi tertentu dalam interval tertentu. Jika ada fungsi f (x)
yang kontinu pada interval [a, b], maka integral tentu dari f (x) dalam
interval tersebut, ditulis sebagai:

fbf(x)dx

Integral ini menghitung nilai bersih dari luas di antara kurva
f (x) dan sumbu-x dari titik x = a hingga x = b. Nilai ini bias positif
atau negative tergantung pada apakah kurva berada di atas atau
dibawah sumbu-x.

2. Pendekatan geometris

Pendekatan geometris untuk integral tentu pada dasarnya adalah
menghitung luas di bawah kurva fungsi tertentu di antara dua titik.
Jika fungsi f (x) kontinu pada interval [a, b], maka integral tentu dari
f(x) akan menghitung luas aljabar dari daerah yang dibatasi oleh
kurva fungsi f (x), sumbu x, dan garis vertical pada x = a dan x = b.

Dalam konteks ini, luas aljabar berarti:
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o Jika kurva berada di atas sumbu x, luas tersebut positif
e Jika kurva berada di bwah sumbu x, luas tersebut negatif.

Ini adalah dasar konsep geometris dari integral, yang
menyederhanakan perhitungan area yang tidak terbatas pada bentuk
geometris biasa seperti persegi panjang atau segitiga. Sebagai contoh,
jika kita ingin menghitung luas di bawah parabola f(x) = x? pada
interval [0, 1], kita bias membaginya menjadi sejumlah kecil persegi
panjang yang luasnya dihitung dan dijumlahkan. Ini adalah ide dasar
dari Riemann Sum.

Dalam pendekatan Riemann, interval [a, b] dibagi menjadi
sejumlah sub-interval kecil. Pada setiap sub-interval, kita membantum
persegi panjang yang tingginya adalah nilai fungsi f(x) pada titik
dalam sub-interval tersebut, dan lebarnya adalah panjang sub-interval
tersebut. Ketika sub-interval ini semakin kecil (sehingga jumlah
persegi panjang semakin banyak), jumlah luas persegi panjang ini
mendekati luas di bawah kurva yang sebenarnya.

Secara matematis, integral tentu dapat dinyatakan sebagai limit
dari jumlah Riemann ini:

, "
| Feod= tim 2. flxomx

di mana Ax; adalah panjang sub-interval dan x; adalah titik dalam
sub-interval tersebut.

3. Teorema Dasar Kalkulus

Teorema dasar integral adalah konsep yang menghubungkan antara
operasi turunan (diferensiasi) dan integral. Ini merupakan inti dari
kalkulus, karena menunjukkan bahwa kedua proses tersebut saling
terkait dan pada dasarnya merupakan operasi yang berlawanan.

a. Teorema bagian pertama
Bagian pertama teorema ini menyatakan bahwa jika fungsi f(x)
adalah fungsi kontinu pada interval [a, b], maka fungsi F (x) yang
didefinisikan sebagai integral dari f(x) adalah antiderivatif dari
f (x) atau secara matematis:
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140

b
F(x) =f f(t)dt

a

Maka, turunan dari F (x) adalah f(x):
F'(x) = f(x)

Ini  menunjukkan bahwa proses pengintegralan dan
pendiferensian saling membatalkan satu sama lain.

Teorema bagian kedua

Bagian kedua teorema dasar memberikan cara prsktis untuk
menghitung integral tentu. Jika F(x) adalah antiderivatif dari
f(x), maka integral tentu f(x) dari a hingga b dapat dihitung
sebagai selisih nilai antiderivatif di batas-batas interval:

b
f fG)dx = F(b) - F(a)

Dengan kata lain, untuk menghitung integral tentu, kita hanya
perlu menemukan antiderivatif dari fungsi tersebut, kemudian
menghitung selisih nilai antiderivatif pada batas atas dan batas
bawah.

Contoh:

Jika kita ingin menghitung integral dari f(x) =
x? padainterval [1,2], kita terlebih dahulu menemukan
2
antiderivatifnya, yaitu F (x) = x? Dengan menggunakan teorema

dasar kalkulus, integral tentu dari 1 hingga 2 adalah:

2d 32 23 13 7
x= -3

Teorema ini menghubungan proses diferensiasi dan integral,
memungkinkan kita untuk menghitung integral tentu dengan
lebih efisien melalui antiderivatif.
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Karakteristik Integral Tentu
Sifat penjumlahan

Jika f dan g adalah fungsi yang dapat diintegralkan pada interval
[a, b], maka fungsi f + g juga dapat diintegralkan, dan berlaku:

b b b
f (f(x) + g(x))dx = f f(x)dx + f g(x)dx
a a a
Pernyataan ini menunjukkan bahwa integral dari penjumlahan
fungsi adalah penjumlahan dari integral masing-masing fungsi.
Sifat linier

Jika f adalah fungsi yang dapat diintegralkan dan ¢ adalah
konstanta, maka:

'Lbf(x)dx = —fbaf(x)dx

Sifat ini mencerminkan bahwa kita dapat mengalikan fungsi
dengan konstanta sebelum atau setelah proses integrasi, dan
hasilnya tetap sama.

Pembalikan batas

Jika batas integral dibalik, maka tanda integral juga berubah,
sebagaimana dinyatakan dalam rumus berikut:

b a
[ reoax= - [ r@ax
a b
Pernyataan ini mencerminkan bahwa integral mengukur area
dengan mempertimbangkan arah pengukuran.
Additivitas interval

Apabila terdapat titik ¢ di antara a dan b, maka integral dapat
dibagi menjadi dua bagian sebagai berikut:

jbf(x)dx = jcf(x)dx + jbf(x)dx
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5.

Karakteristik ini sangat berguna ketika ingin menghitung integral
dalam beberapa bagian.

Batas nilai integral

Jika f adalah fungsi yang kontinu pada interval >0,[a, b], maa
terdapat batas bawah m dan batas atas M sehingga:

b
m(b —1) <f fx)dx < M(b —a)

Pernyataan ini menunjukkan bahwa nilai integral akan berada di
antara nilai minimum dan maksimum fungsi dalam interval
tersebut.

Kriteria integrabilitas

Sebuah fungsi fyang terikat pada interval [a, b] adalah integrable
jika untuk setiap € > 0, ada pembagian P dari [a, b] sehingga
selisih antara jumlah atas dan jumlah bawah kurang dari €:

U(f,P) —L(f,P) <€

Kriteria ini membantu kita memahami fungsi mana yang dapat
diintegralkan dan mana yang tidak.

Contoh Soal Integral Tentu

1) Hitunglah

142

dx

f1°3x2 +2xVx—4
2 x?
Penyelesaian:

e Sederhanakan pecahan dalam integral

3x2+2x\/_—4_3 2 4

+ — —
x2 \/X x2

e Pisahkan integral

10 3X2 + ZX\/}—ZL 10 10 2 10 4
f > dx=f 3dx = —dx—f —zdx
2 x 2 2 Vx 2 X
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e Hitung masing-masing integral

Integral pertama:
10
f 3dx=3-(10—-2) =24
2
Integral kedua:

10 2
f — dx =4 (V10 —2)
2 \/x

f104d 168
, 2T 1075

e Gabungkan hasilnya, maka:

f10<3x2+2x\/§—4
2

Integral ketiga:

x2

8
> dx =24+ 4(V10 - V2) - ¢
e Hasil akhir:

8
=24—§+4\/E—4\/§

112
5

+ 410 — 44/2

2) Tunjukkan bahwa nilai dari fol V2 + cosx dx adalah kurang dari
atau sama dengan v/3.
Penyelesaian:
e (ari nilai maksimum dan minimum dari v2 + cos x:

— Nilai maksimum dari cos x adalah 1, yang terjadi pada x =
0

— Nilai minimum dari cos x adalah -1, yang terjadi pada x =
m, tetapi pada interval 0 < x < 1, nilai cosx mencapai
minimum di sekitar x = 1.
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Maka, untuk 2 = cosx:

— Nilai maksimum terjadi saat cos(0) = 1,yaitu2 +1 =
3.Jadi V2 + cosx mencapai maksimum /3.

— Nilai minimum terjadi saat cos(1) = 0,540, yaitu 2 +
0,540 = 2,540, sehingga V2 + cosx minimum sekitar

\ 2,540.

e Terapkan Max-Min Inequallity: dengan menerapkannya,
kita bias menghitung batas atas dan bawah integral:

— Batas atas integral adalah V3 x (1 — 0) = /3.

— Batas bawah integral adalah /2,540 x (1 — 0) = 1,593
x1=1,593.

e Hasil akhir:
1
1,593 < f V2 + cosx dx <3
0

Jadi, dapat disimpulkan bahwa integral tersebut kurang dari atau
sama dengan /3, seperti yang diminta.

3) Hitunglah integral berikut dan buatlah grafik dari fungsiy = x —
8 cosx untuk x € [0, 10]:

10
(x —8 cosx) dx
0

Penjelasan:

e Pisahkan integral:
10

(x —8cosx)dx = f

10 10
xdx — J. 8 cosx dx
0 0

0

, , 10
e Hitung integral pertamaf0 x dx:

Jlo . C[x?]° 102 02_100_50
Oxx_zo_z 2 2
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e Hitung integral kedua f0108 cosx dx:

10

10
f 8cosxdx=8f cosx dx
0 0

Dengan menghitung integral [ cos x dx:

10 10
f cosx dx = sinx | . = sin(10) — sin(0) = sin(10)
0

Maka kita dapatkan:
10
f 8 cos x dx = 85in(10)
0

e Gabungkan hasilnya:

10
(x —8 cosx) dx = 50 — 8 sin(10)
0

e Menghitung nilai numerik dari 8 sin (10):
Nilai sin (10) = —0,544:
8 sin(10) ~ 8 x —0,544 ~ —4,352

Sehingga kita dapatkan:

10
(x —8 cosx) dx =~ 50— (—4,352) =50 + 4,352 ~ 54,352
0

e Hasil akhirnya adalah:
10
(x — 8 cosx) dx =~ 54,352
0
e Gambar grafik dari fungsi f(x) = x — 8 cos(x) pada interval
[0, 10] adalah sebagai berikut:
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15

10

146

— y=x-—8cosx
Area di atas sumbu x
Area di bawah sumbu x

Gambar 10. 1 Grafiky = x — 8 cos(x)

10

12



Kalkulus 1

DAFTAR PUSTAKA

Adams, R. A. & Essex, C. (2010). Calculus a Complete Course (7th ed.)
Pearson.

Anton, H., Bivens, I, & Davis, S. (2012). Calculus (10th ed.). John Wiley
& Sons, Inc.

Spivak, M. (2008). Calculus (4th ed.). Publish or Perish, Inc.

Stewart, ]. (2016). Calculus (8th ed.). Cengage Learning.

Thomas, G. B., Weir, M. D., & Hass, ]. (2013). Thomas' calculus: Early
transcendentals (13th ed.). Pearson.

147



Kalkulus 1

148



Kalkulus 1

BAB 11
TEKNIK INTEGRASI

A. Pendahuluan

Bentuk-bentuk integrasi baku
1. [kdu=ku+C

uT+1

2. Ju" du—{r+1+c r#-1
nlul , r=-1

fetdu=e“+C

[sinudu= —cosu+C
[cosudu=sinu+C
[sec’udu =tanu+C
JescPudu=—cotu+C

[secutanu du = secu + C

© 0Nk W

10. [ cscucotu du = —cscu + C
11. [ tanu du = —In|cos u| + C
12. [ cotu du = In|sin u| + C

13.fvdL=51n 1()+C
14 fa2+ 2=%tan 1()+C
15.

16. [ sinhu du = coshu + C
17. [ coshu du = sinhu + C

[a*du="—+C,a#1,a>0
Ina

e A oA

149



Kalkulus 1

Dalam menyelesaikan masalah integral, maka soal harus
dibawa ke salah satu bentuk atau beberapa bentuk tertentu
sebagaimana tercantum dalam bentuk-bentuk integral baku di atas.
Untuk itu diperlukan teknik-teknik tertentu yang selanjutnya disebut
teknik pengintegralan (integrasi).

B. Integrasi Dengan Substitusi

1. Substitusi dalam Integral tak-tentu

Teorema:

Misalkan g adalah fungsi yang terdiferensiasikan dan misalkan
F adalah antiturunan f.

Jikau = g(x), maka

ff(g(x))g’(x) dx = jf(u) du=Fu)+C=F(gx)+C
Contoh:
Carilah [ 6;;2’1‘ dx.
Penyelesaian:

Ingatlah bentuk baku [ e* du = e* +C

Misalkan u = i , maka diperoleh du = —x—lz dx atau —du = x—lz dx

sehingga integrasi menjadi
1

6ex 11
— dx = f6ex. — dx
x X

= j6e“ (—du) = —j6e“ du
1
= —6feudu=—6e”+C=—6e¥+C

2. Substitusi dalam Integral Tentu

Sama seperti dalam integral tak-tentu, tetapi perlu diingat untuk
melakukan perubahan yang sesuai dalam batas-batas.
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Contoh:
Hitunglah foz x(x? +1)° dx
Penyelesaian:

Misalkan u=x?+1, sehingga du = 2xdx atau %du =xdx;
perhatikan jikax =0, maka u =1 dan jika x =2, maka u =>5.

Jadi,
5 1 1 5
fus—duz—fusdu
1 2 2Jy

5

2
j x(x? +1)° dx
0

1
R

[12”]1
5 1
12 12

C. Beberapa Integral Trigonometri

Jika metode substitusi dikombinasikan dengan pemakaian kesamaan
trigonometri yang tepat, maka banyak bentuk trigonometri dapat
diintegralkan.

1. Bentuk [sin"x dx dan [cos"x dx

Untuk n bilangan bulat positif dan ganjil.
Setelah faktor sinx dan cosx dikeluarkan, gunakan
kesamaan sin’x + cos’x = 1.

Contoh:
Carilah [ cos3x dx.

Penyelesaian:

fcos3x dx jcoszx cosx dx

j(l — sin?x) cos x dx

= sinx — §sin3x +C
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Untuk n bilangan genap.
2

Dalam hal ini digunakan kesamaan setengah sudut yaitu sin“x =
1-cos2x 1+cos2x

2

atau cos?x =

Contoh:

1 —cos2x
fsinzx dx = f(T) dx

(1 ! 2>d _ ! d ! 2x)(2d
fz—zcosx x—zfx—zf(cos x) (2 dx)
_ 2 1'2 + C

= 5x - gsin2x

2. Bentuk [ sin™x cos™x dx

Jika salah satu m atau n bilangan bulat positif ganjil sedangkan
eksponen yang satunya bilangan sebarang, maka sinx atau cosx
difaktorkan dan digunakan kesamaan sin?x + cos?x = 1.

Contoh:

fsin3x cos™*x dx = fsinzx cos™x sinx dx

f(l — cos?x) cos™*x (sinx dx)

f(cos“*x —cos%x) (sinx dx)

= —f(cos“*x — cos™2x) (—sinx dx)

_ _((cosx)‘3 _ (cosx)‘1> L C

-3 -1
_ 1 1 1
"~ 3cos3x CoS X
1
= §sec3x —secx + C
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Jika m dan n keduanya merupakan bilangan bulat positif genap,
maka digunakan kesamaan setengah sudut untuk memperkecil
derajat integran.

Contoh:

fsinzx cos*x dx = fsinzx (cos?x)? dx

f (1 — cos Zx) (1 + cos Zx)2 4
2 2 x

1
§f(1 + cos 2x — cos?2x — cos32x) dx

1 1
= §f [1 + cos 2x — 5(1 + cos 4x) — (1 — sin®2x) cos Zx] dx

1 1 1

— _ o 1a2
= 8[(2 2cos4x+sm 2xcost>dx

—1U1d 1f 4(4d)+1f'22(2 2)d]
—8 Zx 3 COS 4X X 2 SINn“4Zx cos 4Zx)dx

—1(1 1'4+1'32)+C
—82x 8smx651nx

1 1
— _ i _ cin3
= 16x 6451n4x+48sm 2xn + C

3. Bentuk [ sinmx cosnx dx, [ sinmx sinnx dx,
[ cos mx cos nx dx

Untuk menangani integral - integral jenis ini, digunakan kesamaan
hasilkali.

(i) sinmx cosnx = %{sin(m +n) x + sin(m — n) x}
(ii) sinmx sinnx = — %{cos(m +n)x — cos(m —n) x}

(iii) cosmx cosnx = %{cos(m +n) x + cos(m —n) x}

Contoh 1:
Carilah [ sin2x cos3x dx

Penyelesaian:
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1
fsin 2x cos3x dx = fz[sin(Z + 3)x + sin(2 — 3)x] dx
1
= Ef[sin 5x + sin(-x)] dx
- 2L f in5x (5 d 1f inx d
= 1g sin x (5 dx) 5 | sinx dx

1 1
= ——cosb5x+ Ecosx + C

10
Contoh 2:
Carilah [ sin5t sin 2t dt
Penyelesaian:
1
fsin 5t sin 2t dt = f—E[COS(S + 2)t — cos(5 — 2)t]
1
= —Ef(cos 7t — cos 3t) dt
= ! 7t (7 dt) + lf 3t (3 dt)
= 12 cos c cos
= L 7t L 3t C
= —ﬁsm + gsm +
Contoh 3:

Carilah [ cos y cos2y dy
Penyelesaian:

1
-f cos y cos2y dy fz[cos(l + 2)y + cos(1 — 2)y] dy

1
= Ef[cos 3y + cos (—y)] dy
1
= Ef(cos 3y + cos y)dy
1 1
= gfcos 3y (3 dy) + chosy dy

_1_3 1 . c
= gsm y+§smy+
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D. Substitusi yang Merasionalkan

Bentuk akar dalam integran selalu menimbulkan kesulitan. Substutusi
yang tepat akan merasionalkan integran tersebut.

1. Integral yang melibatkan Vax + b

Jika Vax +b muncul dalam suatu integral, subtitusi u = Vax + b
akan menghilangkan akar.

Contoh:
Carilah [x3/(x +1)2 dx

Penyelesaian:
Misalkan u = (x + 1)%/5 sehingga u® =x+1 dan 5u*du = dx.
Maka

fx Y (x+1)? dx

f W —1) Y @W®? 5u* du

= 5f(u5 —1) vutdu = 5f(u11—u6) du
ul? u’ 5 5

_ ot Y 22y

= 5 1 5 7 12u 7u +C

5 5
- 12/5 _ 2 7/5
12(x+1) 7(x+1) +C

2. Integral yang melibatkan Va2 — x2, Va? + x2, dan

X2 — a2

Akar Subtitusi Pembatasan pada t
[aZ — x2 x =asint P <t
2 2
— i i
[aZ + x2 x =atant —C<t<—
2 2

— i3

[x2 — q2 X =asect o<t<mt*—
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Sekarang perhatikan penyederhanaan yang dicapai oleh substitusi ini.

Jaz —x2 = Ja2(1 — sin?t) = Va2 cos?t = |acost| = acost
Ja? +x2 = Ja?(1 +tan?t) = /a?sec?t = |asect| = asect
Vx? —a? =./a%(sec’t — 1) =\ a?tan?t = |atant| = + atant

Contoh:

. X
Carilah [ = dx
Penyelesaian:
Dengan mengambil substitusi ~ x = 3 tant, —g <t< g , maka
diperoleh dx = 3 sec’tdt dan V9 +x2 =3 sect. Selanjutnya

diperoleh
f x P f 3 tant 3 2¢ gt
Ty x = Teec L sec

= 3ftant sect dt

= 3sect+ C

Ny
3( ! >+c

9+x%2 + C
3. Melengkapi Kuadrat

Apabila persamaan kuadrat berjenis ax? + bx + ¢ muncul dibawah
tanda akar dalam integran, melengkapi kuadrat akan
mempersiapkannya untuk substitusi trigonometri.

Contoh :
) dx
Carilah f
(x—3)Vx2 —6x—7
Penyelesaian:

Perhatikan x? — 6x — 7 = x2 —6x+9 — 16 = (x — 3)? — 16.
Misalnya u = x — 3, maka diperoleh du = dx. Akibatnya:
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f dx _ J‘ du
(x—3)Vx2—6x—7 uvu? — 16

Dengan mengambil u = 4sect , maka diperoleh du =
4 sect tan t dt dan Vu? — 16 = 4tant . Selanjutnya diperoleh

f dx _ du
(x—3)Vx2—6x—7 uvu?2 —16
_ J‘4secttantdt
N 4sect. 4tant

1 1
:f—dt:—t+c

x-3

x — 3. Akibatnya t = sec™! (%) =sec™! (T) Jadi,

f X 1 _1(x—3>+ c
= —sec
(x=3)Vx2—-6x—7 4 4

E. Integral Parsial

Jika integrasi menggunakan subtitusi gagal, kita mungkin saja dapat
menggunakan subtitusi ganda. Yang lebih dikenal dengan Integrasi
Parsial. Metode ini didasarkan pada integrasi dari rumus untuk
turunan dari hasil kali dua fungsi.

Misalkan u = u(x) dan v = v(x). Maka:

Dr[u(x)v(x)] = u(x)v'(x) + u' ()v(x)
atau

u()v'(x) = De[u(x)v()] — v(u'(x)

Dengan mengintegrasi kedua ruas persamaan tersebut, maka
diperoleh

ju(x)v’(x) dx = u(x)v(x) —jv(x)u’(x) dx

1. Integrasi Parsial : Integral Tak-Tentu

fudv=uv—fvdu
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Contoh:

Carilah [ x cosx dx

Penyelesaian :

Misalkan u =x dan dv =cos x dx, maka diperoleh du = dx
dan v = [dv = [cos x dx = sinx (konstanta pada tahap ini dapat
dihilangkan)

Rumus integrasi parsial memberikan

fx cosx dx = x sinx - fsinx dx

= x sinx— (—cosx) + C
= x sinx + cosx + C

2. Integrasi Parsial : Integral Tentu

b b
fudv=[uv]3—f v du

a a
Contoh:

Carilah flz Inx dx
Penyelesaian:

Dilakukan substitusi berikut:
u=Inx dv = dx

1
du=(—)dx v=x
x

Maka
2

2 1
f Inx dx = [xInx]? —f x (—) dx
1 1 X

2
= (2mn2-1 lnl)—fdx
1
= 2In2 - [x]}}
21n2-2-1)
2In2-1 =0,386

3. Integrasi Parsial Berulang

Seringkali penting menerapkan integrasi parsial beberapa kali.
Suatu rumus berbentuk:
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f R dr = g(o) + f XG0 dx

dengan k <n dinamakan rumus reduksi (pangkat f
direduksi/berkurang). Rumus-rumus demikian seringkali diperoleh
dengan menggunakan integrasi parsial.

Contoh:

Carilah [ x?sinx dx

Penyelesaian:
Misalkan
u = x? dv = sinx dx
du = 2x dx V= —CoSX
Maka
fxz sinx dx = x?(—cosx) —f(— cosx) 2x dx

= —x? cosx + 2fx cosx dx
Untuk f x cosx dx, telah diperoleh bahwa
x cosx dx =x sinx + cosx + C
Jadi,
sz sinx dx = —x? cosx + 2(x sinx + cosx + C)

= x? cosx +2x sinx + 2 cosx + K

F. Integrasi Fungsi Rasional

P(X)
15, dengan

P(x) dan Q(x) masing-masing merupakan fungsi suku banyak.
Misalnya

Fungsi rasional yang dimaksud sebagai fungsi berbentuk

2x+ 2

2
f(x)=m, I =54 T8
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Jika derajat P(x) lebih kecil daripada derajat Q(x), maka %
disebut fungsi rasional sejati. Jika tidak demikian, maka Pex) fungsi

QM)
rasional tak sejati.

P(x)
Q(x)
dapat dmyatakan sebagai jumlahan fungsi suku banyak dan fungsi

pecah rasional sejati, yaitu:

PG GO
O AIC)

dengan H(x),S(x) masing-masing suku banyak dan derajat
S(x) kurang dari derajat Q(x).

Dalam hal ) merupakan fungsi pecah rasional tak sejati, maka

Dengan demikian diperoleh suatu formula:

P(x) f RICR
dx H(x) dx +
0@ 0 & [ om ¢
Pada bagian ini cukup dibicarakan f ( ) dx dengan Px) merupakan

QM)
fungsi pecah rasional sejati.

Apabila P(x) = k.Q'(x), dengan k konstanta sembarang, maka

Px)
Q( ) dx =k.In|Q(x)| + C

Jika tidak demikian maka terlebih dahulu % dinyatakan sebagai

jumlahan atas pecahan-pecahan bagian.

Untuk dapat memisahkan % atas pecahan-pecahan bagian, maka

perlu di tinjau 4 kasus berikut:

(i) Akar-akar Q(x) = 0 semua real dan berbeda
Misalkan Q(x) =0 semua akarnya real dan berbeda,
namakan x4, x5, ..., X, maka

Q(x) = k(x = x1)(x = x3) ... (x = Xy)
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dengan k konstanta sembarang. Tanpa mengurangi
keumuman, diasumsikan k = 1.
Jadi Q(x) = (x — x1)(x — x3) ... (x — x5,). Sehingga
P(x A A A
( ) = 1 + 2 + e+ _n
Q) (r—=x1) (x—xz) (x —xn)

dengan A4, A4,,..,4, konstanta-konstanta yang dapat
ditentukan dari persamaan tersebut. Selanjutnya diperoleh

I (x) Ay
™ f( — T Gy &
+fw—%)
Contoh:
Tentukan

f 5x+3 d
x3 —2x2 — 3x x

Karena penyebutnya diuraikan sebagai x3 —2x? —3x =
x(x + 1)(x — 3), maka dapat dituliskan:

5x+3 A 4 B N C
x(x+1Dx-3) x x+1 x-3
Maka akan diperoleh:

5x+3=Ax+1)(x—-3)+Bx(x—3)+Cx(x+ 1)

Subtitusikan x = 0, x = —1, x = 3 sehingga didapatkan:

5x + 3 1 . :
N ., -1 3
_1. 72, 2

x3—-2x2-3x x x+1 x-3

1 3
f S+ 3 d—f_1d+f_7d+f7d
x3 —2x2 — 3x x= x x x+1 x x—3 X

_fld 1 1d+3f1d
- )XY T2) k1 2) x—3%

1 3
= —In|x| —Elnlx + 1] +§1n|x— 3|+ C
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(if) Akar-akar Q(x) = 0 semua real dan ada yang sama
Misalkan Q(x) = (x —x1)"(x — %441) ... (x —x,,)  dengan
xXiFx;, Vi#Fj], ,j= 1,r+1,r+2,..,n
Selanjutnya fungsi pecah rasional dapat dinyatakan:

P(x) _ Al AZ 4ot Ar Ar+1
Q(x) B (x—x1) (x—x)2 (x—x)" (¢ —Xp41)
oy
(x — xp)

dengan A4,4,,...,4, Kkonstanta-konstanta yang dapat
ditentukan dari persamaan tersebut.

Contoh:
Tentukan
3x2 —8x + 13 J
x+3)x-102 ¥
Penyelesaian:
3x? —8x + 13 A B C

G+3)x—12 x13 x—1 Gx=12

Dengan cara yang sama pada contoh sebelumnya . Maka

didapatkan:

3x2—-8x+13=A(x - 1)?+B(x+3)(x— 1)+ C(x +3)
Subtitusikan x =1, x = —3,dan x = 0 menghasilkan
C=2,A=4dan B =-1

Jadi,

3x%2 —8x+ 13 J _4J‘dx f dx +2f dx
x+3)x-—12F=7%) % x—1 (x —1)2
=4ln|x+3|—ln|x|—ﬁ+€

(iii) @Q(x) = 0 mempunyai akar-akar tidak real yang berbeda
Misalkan Q(x) = {(x — a)?® + b?}(x — x3) ... (x — x,,), maka

P(x)  Aix+B; Aj A,
0 G- +b2 x| T ma
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dengan A;,Bq,4;,...,A, konstanta-konstanta yang dapat
ditentukan dari persamaan tersebut.

Contoh:
Tentukan
6x% —3x+1
Gx+ D2+ D
Penyelesaian:

6x% —3x+1 A Bx+C

= +

(Ax+1D)(x?+1) 4x+1 x%2+1
Untuk menentukan konstanta A,B dan C maka kalikan
kedua ruas persamaan dengan (4x + 1)(x?+ 1) dan

diperoleh

6x2—3x+1=A4Ax?*+1)+(Bx+C)(4x + 1)
Subtitusikan x = —%, x = 0,dan x = 1 menghasilkan
A=2,B=1,C=-1
Jadi

f 6x2—3x+1 4 _f 2 4 +fx—1 4
G+ D+ DT T a1 P e
_1J‘ 4 d+1f2xdx fdx
"2 a1 T2 21 ) 241

1 1
= —In|4x + 1| +Elr1(x2 +1) —tan"lx+C

2
(iv) Q(x) = 0 mempunyai akar-akar tidak real dan ada yang sama
Misalkan
Q) = {(x — a)? + b?}" (X — X2741) (X — Xp42) . (X — Xp,),
maka
P(x)  Ayx+B; N Ay,x + B, ot Ax + B,
Q(x) (x—a)2+b%2 {(x—a)?+b2}? {(x —a)? + b2}r
Azriq Azriz T Ay
(x —x9p41) (X — X2p42) (x —xy)

dengan A4,A4,, ..., Ay, Azryq, -, An, B, By, ..., B Kkonstanta-
konstanta yang dapat ditentukan dari persamaan tersebut.

Contoh:
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6x2—-15x+22
(x+3)(x2+2)2

Tentukan | dx

Penyelesaian:
6x2 — 15x + 22 A Bx+C Dx+E

= + +
(c+3)(x2+2)2 x+3 x2+2 (x?+2)2

Dengan cara yang sama pada contoh sebelumnya, didapat
A=1,B=-1,C=3,D=-5E=0.

Jadi
6x% — 15x + 22 _J‘ dx fx—3d
(x + 3)(x2 + 2)2 =iz 22
x
——d
Z+22 "
_J‘ dx 1] 2x d +3f
) x+3 2/ 2% x24+2 (x2+2)2 dx
= In|x + 3| 11(2+2)+3t ‘1<x)+ >
= In|x 5 In(x ﬁan N AT
+C
LATIHAN
Hitunglah integral berikut
1. [V3x dx 6. folxvl—x2 dx
2. [sin4y cos5y dy 7. f:/zcossﬁ dae
3. [xix+mdx 8. f_3 tz
4. [tedSttTdt 9. f/ﬁxsec x dx
3
5. [ dx 10. [ 2+x ~ dx
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RALRULUS |

Buku "Kalkulus 1" ini dirancang sebagai pengantar lengkap bagi mahasiswa atau pembelajar yang
ingin memahami dasar-dasar kalkulus. Dengan materi yang terstruktur dan mudah dipahami,
buku ini mencakup berbagai konsep penting yang menjadi landasan utama dalam studi kalkulus.
Dimulai dengan penjelasan mengenai pengertian dan sejarah kalkulus, pembaca akan diajak
mengenal dasar-dasar sistem bilangan riil, fungsi, grafik fungsi, serta operasi pada fungsi. Buku
ini juga memberikan pembahasan mendalam tentang limit, kontinuitas, turunan, dan integral,
yang disertai dengan contoh-contoh dan latihan untuk memperkuat pemahaman.

Selain itu, buku ini menjelaskan secara rinci teknik-teknik integrasi dan aplikasi kalkulus dalam
berbagai konteks, termasuk penerapan dalam optimasi dan analisis grafik. Setiap bab disusun
dengan alur yang logis, dimulai dari konsep paling dasar hingga penerapan yang lebih kompleks.
Dilengkapi dengan ilustrasi, tabel, dan latihan, buku ini diharapkan dapat menjadi referensi yang
bermanfaat, tidak hanya bagi mahasiswa, tetapi juga bagi siapa saja yang ingin memperdalam
pengetahuan mereka dalam bidang kalkulus.Buku "Kalkulus 1" ini dirancang sebagai pengantar
lengkap bagi mahasiswa atau pembelajar yang ingin memahami dasar-dasar kalkulus. Dengan
materi yang terstruktur dan mudah dipahami, buku ini mencakup berbagai konsep penting yang
menjadi landasan utama dalam studi kalkulus.

Dimulai dengan penjelasan mengenai pengertian dan sejarah kalkulus, pembaca akan diajak
mengenal dasar-dasar sistem bitangan riil, fungsi, grafik fungsi, serta operasi pada fungsi. Buku
ini juga memberikan pembahasan mendalam tentang limit, kontinuitas, turunan, dan integral,
yang disertai dengan contoh-contoh dan latihan untuk memperkuat pemahaman.

Selain itu, buku ini menjelaskan secara rinci teknik-teknik integrasi dan aplikasi kalkulus dalam
berbagai konteks, termasuk penerapan dalam optimasi dan analisis grafik. Setiap bab disusun
dengan alur yang logis, dimulai dari konsep paling dasar hingga penerapan yang lebih kompleks.
Dilengkapi dengan ilustrasi, tabel, dan latihan, buku ini diharapkan dapat menjadi referensi yang
bermanfaat, tidak hanya bagi mahasiswa, tetapi juga bagi siapa saja yang ingin memperdalam
pengetahuan mereka dalam bidang kalkulus.
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